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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : n — boyutlu Reel uzay

Q : R™ de acik kiime

n
lz] = (> mz)% : o vektoriiniin mutlak degeri

j=1

LP(R™) : Lebesgue uzay1

W LP(R™) : Zayif Lebesgue uzayi
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Q(x,r) : o merkezli r yaricaph kiip

Mf : Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu

I.f : Riesz Potansiyeli

Tof : Singiiler integral operatorii
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1 GIRIS

Fonksiyon uzaylarimin modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikol-
skii, A. Calderon, V. Mazya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M. Stein, O.V.
Besov, P.I. Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov gibi diinyaca iinlii matematikgiler
tarafindan incelenmistir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin bircok konusuna ve
diger matematiksel disiplinler i¢inde kismi diferensiyel denklemler ve matematik-
sel fizik gibi bir ¢ok alanlara bagariyla uygulanmigtir. LP(R™) Lebesgue uzaylari
1958 yilinda Fransiz matematik¢i H. Lebesgue’in (Dunford ve Schwartz 1958)
adiyla matematik diinyasinda yer almigtir. Banach uzayilar1 ve topolojik vektor
uzaylarinin 6nemli bir siifim LP(R™) uzaylar olugturur. Lebesgue uzaylariin, har-
monik analizin problemlerinin ¢oziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, miihendislik ve ayrica diger disiplinlerde bir ¢ok
uygulamalar1 vardir.

Integral ve diferensiyel operatérlerin farkli norm esitsizlikleri fonksiyon uzay-
larinin teorisinde ve onlarm uygulamalarinda esash 6neme sahiptir. Ozellikle diferen-
siyellenebilir fonksiyonlarin klasik uzaylari teorisi (Sobolev uzaylari, Besov uzaylari,
agirlikhi Besov tipi uzaylar, vb.) bu esitsizlikler iizerine esash olarak inga edilirler.
Yakin zamanlarda integral ve diferensiyel operatorler icin norm esitsizlikleri ile il-
gili birgok zor problemler ¢6ziilmiigtiir. Bu sonuclar fonksiyonel analizin 6zellikle
genis olarak lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulamalar:
i¢in temel araglar olmustur.

Harmonik analizin klasik operatorleri olan maksimal fonksiyon, Riesz potan-
siyeli ve singiiler integral operatorleri de Fourier doniigiimii teorisinde, kismi tiirevli
denklemler teorisinde, olasilik teorisinde (Markov siiregleri i¢in potansiyel fonksiyon-
lar ve duragan rasgele siireglerin spektral yogunluk fonksiyonlar ¢aligmalarinda),
fonksiyonel analizde 6zel olarak operatorlerin interpolasyonu torisinde genis uygu-

lamalara sahiptir. Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii Hilbert ve Riesz



doniigiimlerinin genellegtirmesidir. Birincisi iist yari diizlem iizerindeki eslenik har-
monik fonksiyonlarin sinir deger arastirmalarinda ortaya ¢ikmistir, digeri ikinci derece-
den eliptik denklem coziimiiniin regiilerligine karsilik gelmektedir.

Bu tez calismast dért boliimden olusmaktadir. Ikinei boliimde, tez konusu ile
ilgili baz1 temel kavram, notasyon ve teoremlere yer verilmistir. Ucgiincii boliimde,
Lebesgue uzaylarinin ozellikleri ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Son
boliimde Hardy-Littlewood maksimal operatorii, Riesz potansiyel operatorii ve sin-
giiler integral operatorlerinin LP(R™) uzayinda smirhliklan ile ilgili sonuglara yer

verilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1.1 X # () bir kiime ve X kiimesi iizerinde tamimhi d : X x X — R reel
degerli fonksiyon olmak iizere, x,y,z € X icin agagidaki o6zelliklerini saghyorsa d

fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ( uzaklik fonksiyonu) denir.
(a1) d(z,y) =0

(a2) d(z,y) =0z =y

(a3) d(z,y) = d(y, )

(ag) d(z,y) < d(z,2) +d(z,9) (Uggen Esitsizligi)

Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay ve (a;) — (a4) 6zelliklerine de metrik
aksiyomlari denir. Bir kiime {izerinde birden fazla metrik tanimlanabilir.

(Kreyszig, 1987)
Ornek 2.1.2 X =R, z,y € R ve
d:R xR =R,
olmak iizere
d(z,y) = [z —y|
seklinde tanimlanan d doniigiimii R {izerinde bir metriktir. Bu metrige R {izerindeki
oklid metrigi (adi metrik) denir.

Ornek 2.1.3 X # 0 bir kiime olmak iizere, Vz,y € X icin

0,z =
O

seklinde tanimlanan d doéniigiimii X iizerinde bir metriktir. Bu metrige X tizerindeki

ayrik metrik denir.



Ornek 2.1.4 R"(veya C"), n € N, tiim sirali reel (veya kompleks) n-lilerin kiimesini
gostermek tizere, Vo = (21,22, ..., %n), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn) € R™ i¢in agagida verilen

d:R" x R® — R olmak {izere,

n 1/2
d(x,y) = (Z 21 —m?)

k=1
seklindeki d doniiglimiine R” {izerindeki 6klid metrigi (adi metrik), (R™, d) ikilisine

ise n-boyutlu oklid uzay1 denir.

Ornek 2.1.5 X # () bir kiime, B (X), X ten R ye tammh biitiin sinirh fonksiyonla-

rin kiimesi ve d : B(X) x B(X) — R olmak {izere,
d(f,9) =sup|f(t) —g(t)] : t € X}
seklinde tamimh d doniigiimii B(X) tizerinde bir metriktir.

Ornek 2.1.6 [a,b] C R icin Cla,b],[a, b] iizerindeki siirekli ve reel degerli fonksi-

yonlar kiimesi ve d : Cla, b] x Ca,b] — R olmak iizere,

d(f,9) = max{[f(t) — g(t)] : t € X}
seklinde tanimh d déniisiimii Cla, b] tizerinde bir metriktir.
Tamim 2.1.7 (X, d) metrik uzaymda {z,}, ., bir dizi ve zy € X olmak iizere

zo € X noktasina yakinsaktir <= Ve >0, 3n. e N3Vn > n. d(z,,x9) <¢€
ve
T, — Ty veya nh_)rgo Tp = Tp (2.1)

seklinde gosterilir. (Kreyszig, 1987)
Teorem 2.1.8 (X,d) metrik uzaymda {z,} -, bir dizi ve zy € X olmak iizere

lim z,, = x ise,
n—oo

(i) o limiti tektir.



(ii) {z,},—, smrhdr.

(iii) {zn},—; nin her {z,,},-, alt dizisinin limiti de z, dir.

(iv) Eger y, — o ise bu durumda d(z,,y,) — d(xo,yo) dir. (Kreyszig, 1987)
Tanim 2.1.9 (X, d) metrik uzay xo € X ve r > 0 bir say1 olsun;

B(zg,7) :=={z € X : d(xo, ) < r}, (xo merkezli r yarigaph bir agik yuvar),

B(zg,r) :={z € X : d(xg,x) < r}, (o merkezli r yaricaph bir kapali yuvar),

S(zo,r) :={x € X : d(xg,x) = r}, (ro merkezli r yarigaph bir yuvar yiizeyi)

seklinde tanimlanir.

Eger {z,} -, € B(a,r) olacak sekilde bir B(«, ) acik yuvar: varsa {z,, } -, dizisi X
metrik uzaymda siirhdir denir. Ayrica A C B(a,r) olacak sekilde B(a,r) agik yu-

var1 varsa A C X alt kiimesine X metrik uzaymda simirhidir denir. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.10 (X,d) metrik uzay ve A C X olmak tizere, eger
B(zg,e) C A olacak gekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa xy € A sayisina A nin bir ig

noktasi denir. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.11 (X, d) metrik uzay ve Q@ C X olmak {izere, eger Q kiimesinin her

noktasi 2 nin bir i¢ noktasi ise 2 ya (X de) bir agik kiime denir. (Kreyszig, 1987)
Tanim 2.1.12 (X, d) metrik uzay ve 2 C X olmak iizere,

(i) Ve > 0sayistigin 0 < d(c, x) < € olacak sekilde bir x € X varsa ¢ € X sayisina

Q2 kiimesinin bir yi1gilma noktasi denir.

(ii) Eger bir ¢ € Q noktast € nin bir yigilma noktasi degilse ¢ elemanina 2 nin

izole noktasi denir. (Kreyszig, 1987)

Teorem 2.1.13 (X, d) metrik uzay ve A C X olmak iizere agagidaki ifadeler denk-

tir.



(i) ¢ € X noktasi A kiimesinin bir yigilma noktasidir.
(ii) Ve > 0i¢in B(c,¢) agik yuvar: A kiimesinin sonsuz goklukta elemanini kapsar.

(iii) A kiimesinde bir {z,} -, vardir ki n € N iken z, # ¢ ve x, — c dir.

(Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.14 (X, d) metrik uzay1 ve F' C X alt kiimesi verilsin. Eger F' tiim

yigilma noktalarini kapsiyorsa F ye X te bir kapali kiime denir. (Kreyszig, 1987)
Teorem 2.1.15 (X, d) metrik uzay olmak {izere,

(i) X teki acgik kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun birlesimi X te bir acik

kiimedir.

(ii) X teki agik kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun kesigimi X te bir

acik kiimedir. (Kreyszig, 1987)

Teorem 2.1.16 (X,d) metrik uzay olmak tizere, £ C X alt kiimesi X te kapalidir

& E°= X\ E (F nin tiumleyeni), X te bir agik kiimedir. (Kreyszig, 1987)
Teorem 2.1.17 (X, d) metrik uzay olmak iizere

(i) X teki kapali kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun kesigimi X te bir kapali

kiimedir.

(ii) X teki kapali kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun birlegimi X te bir

kapali kiimedir. (Kreyszig, 1987)
Tanim 2.1.18 A C X olmak {izere

(i) A kiimesinin tiim i¢ noktalarmin kiimesine A nin i¢i denir ve A seklinde gos-

terilir.

(ii) A kiimesinin noktalarim ve tiim yigilma noktalarim kapsayan kiimeye A nin

kapanig denir ve A seklinde gosterilir. (Kreyszig, 1987)



Tanim 2.1.19 (X, d;) ve (Y, ds) metrik uzaylar A C X, ¢ noktasi A nin bir yigilma
noktasi ve [ € Y olsun.

r € X ve Ve > 0i¢in do(f(x),l) < e iken d;(x, c) < 0 olacak sekilde bir 6 > 0
sayist var ise [ € Y noktasma f : A — Y fonksiyonunun ¢ noktasindaki limiti
denir ve :lclgi f(x) =l seklinde gosterilir. Burada ¢ noktasinin A kiimesine ait olmasi

gerekmez. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.20 (X,d;) ve (Y,ds) metrik uzaylar ve ¢ € X olmak iizere, f: X — Y

fonksiyonunu goz 6niine alahm. Eger

Ve > 0i¢in dy (2, ¢) < 6 iken da(f(z), f(c)) < € olacak sekilde bir 6 > 0 say1s1
var ise f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise bu durumda f ye X uza-

yinda siireklidir denir. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.21 (X,d;) ve (Y,dy) metrik uzaylar olsun. f : X — Y fonksiyonunu
alalim, eger

Ve > 0 igin dy (21, 22) < ¢ iken da(f(x1), f(x2)) < € olacak sekilde bir § > 0
sayis1 var ise f fonksiyonu X te diizgiin siireklidir denir.

Diizgiin siirekli olan bir fonksiyon ayni zamanda siireklidir ancak tersi dogru

degildir. (Kreyszig, 1987)

Tamim 2.1.22 (X, d) metrik uzay olsun.{z,} ~,, X te bir dizi olsun. Ve > 0 ve
m >n > ng igin d(,,, z,) < € olacak sekilde bir ng sayisi varsa {x,}, -, dizisine bir

Cauchy dizisi denir. (Kreyszig, 1987)

Teorem 2.1.23 (X,d) metrik uzay olsun. {z,} -, X te bir yakinsak dizi ise
{xn},2, bir Cauchy dizisi olur. Bu teoremin tersi R ve C kiimelerinde 6klid metrigine

gore dogru olmakla birlikte genel olarak dogru degildir. (Kreyszig, 1987)

Lemma 2.1.24 (X,d) metrik uzaymda {z,}, _, bir dizi ve Vk € N icin =, dizisi

{xn}flo:l nin bir altdizisi olsun. Eger z,, — =z ise bu durumda z, — =z dir.

7



(Kreyszig, 1987)

Tamim 2.1.25 (X, d) metrik uzay ve A C X olsun, A daki her Cauchy dizisi A daki

bir noktaya yakinsiyor ise A kiimesine tamdir denir. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.26 (X, d) metrik uzayimndaki her Cauchy dizisi X teki bir noktaya yakin-

siyor ise (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay denir. (Kreyszig, 1987)

Tanim 2.1.27 (X, d) metrik uzay ve A C X olsun, eger A daki her dizi, limiti A
da olan yakisak bir alt diziye sahip ise A kiimesine kompakt kiime denir. Eger

X kompakt ise (X, d) metrik uzay1 kompakt olur. (Kreyszig, 1987)

Bir A C X alt kiimesinin kompakthigi, X uzaymnda tammlanan metrige
baglidir, 6rnegin [0, 1] C R alt kiimesi, R deki 6klid metrige gore kompakttir; ancak

ayrik metrige gore kompakt degildir. (Kreyszig, 1987)

Tamim 2.1.28 (X, d) metrik uzay ve A C X olsun. X = A ise A kiimesine X te

yogun kiime denir. (Kreyszig, 1987)

Ornek 2.1.29 Q sayilar kiimesi R kiimesinde yogundur; ancak Z sayilar kiimesi R

kiimesinde yogun degildir.

2.2 Vektor Uzaylar

Tanim 2.2.1 V # () bir kiime ve F bir cisim olmak iizere,

+:VxV-=>V, (r,y) mz+y

2 FXx V=V, (ANz)=XM

doniigiimleri ile sirasiyla vektorel toplama ve skalerle carpma iglemlerini tanimlanir.

Vr,y,z € V ve A\, u € F icin agagidaki kosullar saglansin:
Lrx+y=y+zx

.o+ y+z)=((x+y) +=2



iii. Vo € V igin x + 0 = z egitligini saglayan bir tek 0 € V vardir.

iv. Vo € Vigin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —z € V vardir.

<

.VreVignl-z==x

vi. Mz +y) =z + Ay
vil. (A + p)x = Ax + py
viil. (Ap)z = M)

Bu durumda V ye F cismi iizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), elemanlarima
ise vektor (nokta) denir. V = R alinirsa V ye bir reel vektor uzayi, V = C alinirsa

V ye bir kompleks vektor uzayi denir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Tanmim 2.2.2 V, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve () = W C V bir alt kiimesi
olsun. Eger W, V vektor uzayindaki toplama ve skalerle carpma iglemlerine gore bir
vektor uzay olugturuyorsa W ye V nin bir (lineer) alt uzay: denir.

(Pick, Kufner ve ark. 2012)

Teorem 2.2.3 () # W C V kiimesinin V nin bir alt uzay1 olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul y1,y2 € W ve A, Ao € F icin A\jy; + Aoye € W olmasidir.

(Pick, Kufner ve ark. 2012)

Tanim 2.2.4 V, [ cismi {izerinde bir vektor uzay: olsun.
|-l : V=R, z— || donisiimii Vz,y € V ve VA € F i¢in agagidaki ozellikler

saglaniyor ise V iizerinde bir norm tanimlanmig olur.
(n1) flzf = 0

(n) Ile] =0 & o =0

(ng) [|Az]| = [Alll]]

(na) o +yll < 2]l + llyll (Usgen Esitsizligi).



Bu durumda (V, || -||) ikilisine bir normlu vektor uzayi ve (ny) — (n4) 6zelliklerine
ise norm aksiyomlari denir. Eger V = R ve V = C ise sirasiyla reel normlu uzay,
kompleks normlu uzay olur. Bir vektor uzay1 iizerinde birden fazla normlu uzay

tanimlanabilir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)
Ornek 2.2.5 n € Nicin R” 6klid vektor uzay

" 1/2
HSEH = <Z ’xk|2> , L= (x17$27 o 7xn) e R"
k=1

seklinde tamml || - || : R™ — R déniigiimii ile bir normlu uzaydir. Bu uzaya R" deki

oklid (adi) normu denir.
Ornek 2.2.6 1, , (1 < p < o0) uzay1

- 1/p

i, = <j£:|ka)

k=1
seklinde tanimli || - ||;, : I, = R doniigiimii ile bir normlu uzaydir.
Tanim 2.2.7 Her normlu vektor uzayimndan

d(ﬂf,y) = ||ZL‘ - y”v T,y € Vv

seklinde bir metrik elde edilebilir. Bu metrige || - || normu tarafindan iiretilen metrik

(Il - || normunun indirgedigi metrik) denir. (Rudin, 1991)
Teorem 2.2.8 V|, F cismi {izerinde taniml bir vektor uzay: olsun.
|-]:V—=R

seklinde tanimli her norm doéniisiimii V vektor uzay: tizerinde siireklidir. (Rudin,

1991)

Teorem 2.2.9 [ cismi {izerinde tanimli herhangi bir V normlu vektér uzayinda

vektorel toplama ve skalerle carpma doniigiimleri siireklidir. (Rudin, 1991)
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Tanim 2.2.10 V, F cismi iizerinde taniml bir vektoér uzay: olsun. Vx € V igin
kllzlly < flzll2 < K],

olacak sekilde k,K € R pozitif sayilar varsa V {izerinde tanmmh || - ||y ve || - ||

normlarina denk normlar denir. (Rudin, 1991)

Tanim 2.2.11 {z,},~,, (V, |- ||) normlu uzaymda bir dizi ve zy € V olsun. Eger
lim ||z, — 0] =0
n—o0

olursa x,, dizisi xy noktasina yakinsiyor denir ve z,, — xy veya lim x,, = xy seklinde
n—o0
gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama

denir. (Rudin, 1991)

Tamim 2.2.12 (V,|| - ||) normlu uzay: i¢inde bir dizi {z,},_, olsun.
Ve > 0i¢in m,n > n. iken ||z, — x,,|| < € olacak sekilde ¢ a bagh bir n. dogal sayisi

varsa {x,} -, dizisine bir Cauchy dizisi denir. (Rudin, 1991)

Tanim 2.2.13 Bir (V,|| - ||) normlu uzay: igindeki her Cauchy dizisi V igindeki
bir noktaya yakinsiyor ise bu (V, || - ||) normlu uzayma Banach Uzay1 adi verilir.

(Rudin, 1991)
Ornek 2.2.14 V = R"(veya V = C") vektor uzay1

GHMMIﬁMA

n 1/p
mnmm:(zmm) Cl<p<oo
=1

(ili) [|z]|eo = max{|z;|:4=1,2,...,n} normlarma gore birer Banach uzayidir.
Ornek 2.2.15 V =R (veya V = C)olmak iizere F iizerinde tanimh V vektor uzay

[ fllctap) = max | £(2)]

te(a,b]

normuna gore bir Banach uzayidir.
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2.3 Olcii Teorisi

Tanim 2.3.1 () # $ C X kiimesinin smifi icin agagidaki ézellikler saglaniyor ise bu

£ smifina bir halka adi verilir.
(i) VA,Be$H, A\BeH
(ii) VA,Be$Hh, AUBEeS$H

Eger (ii) yerine
VEeN, A4 en=|]Aen
k=1
sart1 saglanirsa bu durumda $) halkasina bir ¢ - halka denir. (Royden, 1968)

Tanim 2.3.2 X kiimesindeki A siifi i¢in agagidaki 6zellikler saglanirsa bu A sinifina

X kiimesi tizerinde bir cebir adi verilir.
i) XeAd

(i) VE€ A, E°=X\FeAd
(iii) Vk=1,2,...n, E,e A= |JE, €A
k=1

Eger (iii) yerine

VneN, E,cA=|JEcA (2.2)

n=1

sart1 saglanirsa bu durumda A cebirine bir o-cebir adi verilir. (Royden, 1968)
Ornek 2.3.3 X bir kiime ve A = P(X) olsun. A, X iizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 2.3.4 X =N, A= {@,{1,3,5,....2n—1,...},{2,4,6, ..., 2n, ...}, N} geklinde

tamimlanirsa A siifi, X kiimesi iizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 2.3.5 X bir sonsuz kiime ve A smifida X in tiim sonlu alt kiimelerinin bir
siifi olsun. A smifi, X iizerinde bir o- cebiri degildir. Ciinkii £ € A ise E sonludur.
Dolayisiyla, E¢ sonsuzdur, aksi durumda X kiimesi sonlu olurdu. O halde E¢ ¢ A
dir.

12



Teorem 2.3.6 X kiimesindeki o- cebirlerin herhangi sayidaki kesigimleri yine bir

o- cebiridir. (Royden, 1968)

Teorem 2.3.7 () # K € X kiimesinin bir sinifi olsun. I simfin1 kapsayan o- cebir-

lerinin bir en kiigigii vardir. (Royden, 1968)

Tanim 2.3.8 Bir £ smifini1 kapsayan o- cebirlerinin en kiigiigiine K nin {irettigi
(dogurdugu) o- cebiri denir, D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin acgik (a,b) aralik-
larmin dogurdugu o- cebirine Borel Cebiri denir ve B (R") ile gosterilir. n = 1
olmasi halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir.

B(R™) nin herbir elemanina bir Borel Kiimesi denir. (Royden, 1968)

Ornek 2.3.9 X =R = RU {—o00, +00} ve F de bir Borel kiimesi olsun.
Ey = FU{-0},Ey = EU {400} ve E3 = E U {—00,+00} olsun. FE kiimesi
B(R) Borel cebirini taradiginda E, Ey, Ey, E3 kiimelerinin siifi B(R) olsun. B(R)

bir o-cebiridir. Bu o- cebirine Genigletilmis Borel Cebiri adi verilir.

Tamim 2.3.10 X bir kiime ve A da X iizerinde bir o- cebiri olsun. (X,.4) ikilisine
bir dlgiilebilir uzay, A daki her kiimeye A-6lgiilebilir uzay (6lgiilebilir kiime)

ad1 verilir. (Stein, Shakarchi 2005)

Tanim 2.3.11 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay olsun..A iizerinde tanimh genisletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu

(1) u(0) =0

(i) VAe A, u(A) >0

o0

(iii) Her ayrk (A,,) dizisi i¢in u(J An) = i w(Ay)
n=1 n=1

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6lgii fonksiyonu veya kisaca 6lgii ad1 veri-
lir.
VA € A, u(A) < oo ise p ye bir sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu

Olciiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 0Olciisii
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o- sonludur denir. Eger u(X) = 1 ise bu olgiiye olasilik 6lgiisii adi verilir.

(Stein, Shakarchi 2005)

Ornek 2.3.12 X # () ve A = P(X) olsun. YE € A, u(E) = 0 bigiminde tanim-

lanan p fonksiyonu bir sonlu 6lgii ve dolayisiyla bir o- sonlu ol¢iidiir.
Ornek 2.3.13 X # ) ve A= P(X) olsun. E € A icin
0, E=10
E) = ’ 2.
uE)={ e (2.3
bi¢iminde tanimlanan p fonksiyonu bir ol¢iidiir. Bu 6l¢ii ne sonlu ne de o- sonludur.

Tanmim 2.3.14 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o- cebiri ve A {izerinde
tanmimh bir p olgiisiinden olugan (X, A, p) dlgiisiine bir 6lgii uzay: adi verilir.

(Stein, Shakarchi 2005)
Teorem 2.3.15 (X, A, u) bir dlgii uzayi olsun. Eger
A, Be A ve AC B = u(A) < pu(B)

seklindedir.

Ayrica,

H(A) < 00 = p(B\A) = u(B) — p(A) (2.4)

dir. (Stein, Shakarchi 2005)

Teorem 2.3.16 (X, A, i) bir dl¢ii uzay: olsun.

1. (A,), A daki elemanlarin artan bir dizisi ise

u((J An) = lim p(A,) (2.5)

dar.
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2. (B,), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve p(B;) < oo ise

w(() Bn) = Tim pu(By) (2.6)

dir. (Rudin, 1987)
Sonug 2.3.17 (X, A, p) bir 6lgii uzay: olsun.
1. (An), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

p(lim A,) = lim p(A4,) (2.7)

n—oo n—oo

dar.

2. (By), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < oo ise

p(lim B,) = lim u(B,) (2.8)

n—o0 n—oo

dir. (Rudin, 1987)

Teorem 2.3.18 (X, A, i) bir 6l¢ii uzay olsun. (A,),.A ya ait kiimelerin herhangi

bir dizisi ise

p(l Ax) <D n(Ar) (2.9)

dir. (Rudin, 1987)

Tanim 2.3.19 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde

taniml genisletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu
(i) (0) =0
(ii) VE € P(X),p*(E) >0
(ii) ACc BC X = u*(A) < u*(B)

(iv) Vn e N, A, € P(X) = p*(

i Cs

o
) < >0 1 (An)
1 n=1
sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X kiimesinde bir dig 6lgiisiidiir denir.
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Olcii ve dig 6lcii tanimlar1 goz 6niine alinirsa ne dlciiniin ne de dig Slciiniin bir 6lcii
olmas1 gerekmedigi goriiliir. Dig 6lgii, 6lcii fonksiyonunun sagladigi pek ¢ok ozelligi
sagladig1 icin bu ad verilmigtir. Bir 6l¢iiniin bir dig 6l¢ii olabilmesi i¢in onun tanim

kiimesinin P(X') kuvvet kiimesi olmas1 gerekir. (Stein, Shakarchi 2005)

Ornek 2.3.20 X herhangi bir kiime ve P(X) {izerinde tanimlanan

e ={ 450 2.10)

fonksiyonu bir 6l¢ii olmayip bir dig olgiidiir.

Ornek 2.3.21 X herhangi bir sonsuz kiime ve P(X) iizerinde tanimlanan

wiy={ i =2 @2.11)

fonksiyonu bir dig 6lgii degildir.

Bilindigi gibi, bir I araligimn ¢(/) uzunlugu o araligin ug noktalarmin fark: olarak
tanimlanir. Yani I = [a, b] (veya (a,b), (a,b], [a,b)) araliginin boyu ¢() = b — a dur.
Uzunluk bir kiime fonksiyonuna (bir koleksiyondaki herbir kiimeye bir genigletilmis
reel say1 kargilik getiren fonksiyon) bir 6rnektir. Bu durumda uzunlugun tanim
kiimesi araliklar koleksiyonu, deger kiimesi de genisletilmis reel sayilar kiimesidir.
Burada uzunluk kavrami, araliklardan daha karigik kiimeler i¢in tamimlanacaktir.
Ornegin acik bir kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi olusturan acik, ayrik araliklarin
uzunluklar1 toplami olarak tanimlanir. Bir A fonksiyonu, R nin alt kiimelerinin bir

M siif1 lizerinde tanimh olsun ve asagidaki ozellikleri saglasin:

I. A, R nin herbir £ alt kiimesi iizerinde tanimh olsun, yani

Mm = P(R)
olsun.

II. Her bir I araligi i¢in A(I)=¢(I) olsun.
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III. Eger (E,) bir ayrik dizi ve A bunlarin herbiri iizerinde tanimh ise

)‘(U En) = Z )‘(En)

olsun.

IV. X 6teleme altinda invaryant olsun. Yani A fonksiyonu, E ve

E+y={x+y:x €L}

kiimeleri iizerinde tanimli oldugunda

AME +vy) = MFE)
olsun.

(D)-(IV) 6zelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin degildir. Bugiine
kadar ilk {i¢ sart1 saglayan bir kiime fonksiyonu bilinmemektedir. Bundan dolay1 bu
ii¢ sartin birinden vazgegmek gerekmektedir. O halde (II), (III), (IV) sartlarim
birakip, (I) sartin1 degistirmek daha uygundur. Burada yapilmas: gereken degisiklik
A fonksiyonunu tiim alt kiimeler iizerinde tanimlamayip daha dar o- cebiri {izerinde
tanimlamaktir. Yani 91 olarak P(R) kuvvet kiimesi degil, iizerinde A\ fonksiyonunu
tanimlayabilecek uygun bir o- cebiri almaktir. Simdi Lebesgue dig 6l¢ii tanimini

verelim.
Tanim 2.3.22 (), R nin s ve agik alt araliklarmin bir dizisi,
Ta={):Ac |}
k=1
olsun. P(R) tizerinde
N (A) = inf{) _((I) : (Iy) € Ta} (2.12)
k=1

bigiminde tanimlanan \* bir dig 6lgiidiir. Bu dig 6l¢iiye Lebesgue dig 6lgiisii adi

verilir. (Rudin, 1987)

17



Teorem 2.3.23 Lebesgue dig 6lgiisii R nin herbir alt araligina onun uzunlugunu

karsilik getirir, yani I C R bir aralik ise

dir. (Rudin, 1987)

Teorem 2.3.24 R" iizerindeki Lebesgue dig 6lgiisii herbir araliga onun hacmini

kargilik getirir. (Rudin, 1987)
Sonug 2.3.25 A sayilabilir kiime ise A*(A) = 0 dir.
Sonug 2.3.26 [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 2.3.27 X bir kiime p* da X {izerinde bir dig 6l¢ii olsun. Eger X in herbir
A alt kiimesi i¢in

p(A) = p(ANE)+ u (AN E°) (2.13)

ise X in E alt kiimesi p*- 6lgiilebilir (p* ye gore 6lgiilebilir) denir.

w* fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de denilen

pr(JAr) < et (A

ozelliginden, X in biitiin A ve E alt kiimeleri i¢in

WH(A) > (AN E) + (AN EY)
olacagindan bir E kiimesinin p*- 6lciilebilir olmas: i¢in herbir A C X i¢in
p(A) < p (ANE)+ u (AN E°) (2.14)

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. Ayrica, eger
p(A) = +oo ise (2.14) esitsizliginin saglanacagr agiktir. O halde X in bir F alt

kiimesinin p*- 6lciilebilir oldugunu géstermek i¢in X in

p(A) < 400
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sartin saglayan herbir A alt kiimesi igin (2.14) esitsizliginin saglandigr gostermek

yeterlidir. (Stein, Shakarchi 2005)

Teorem 2.3.28 X bir kiime ve p* da X iizerinde bir dig 6l¢ii olsun. X in herbir
E alt kiimesi i¢in p*(E) = 0 veya p*(E°) = 0 ise E kiimesi p*- olgiilebilirdir.

(Stein, Shakarchi 2005)

Sonug 2.3.29 () ve X, X iizerinde tanmmmlanan her dig olciiye gore olgiilebilirdir.
Ozel olarak () ve R kiimeleri A* Lebesgue dis dl¢iisiine gore olciilebilirdir.

(Stein, Shakarchi 2005)

Teorem 2.3.30 E; ve Ey, p*- dlgiilebilir kiimeler ise Fy U Fy de p*- dlgiilebilirdir.

(Stein, Shakarchi 2005)

Teorem 2.3.31 X bir kiime p* X iizerinde bir dig 6l¢ii ve M(X, p*) da X iizerinde

w*- Olciilebilir kiimelerin sinifi olsun.
1. 9M(X, u*) bir o- cebiridir.
2. p* m M(X, p*) smufina kisitlanmasi bir dlgiidiir.

Lebesgue dig 6lgiisii olan A* in 9 (R, A*) sinifina ve B(R) sinifina olan kisitlamasina
Lebesgue Olgiisii denir ve ) ile gosterilir. Ikisini birbirinden ayirmak gerektiginde,
tizerinde Lebesgue ol¢iisiiniin tanimladigi sinif belirtilir. “B(R) tizerindeki Lebesgue
Olciisii” veya “ON lizerindeki Lebesgue 6lciisii” gibi. Bazen de “Borel kiimeleri {izerinde

tanimli Lebesgue 6lgiisii” seklinde ifade edilir. (Royden, 1968)

Lemma 2.3.32 a € R igin (a, +00) araligi \* dig 6lgiisiine gore olgiilebilirdir.

(Royden, 1968)

Teorem 2.3.33 Herbir Borel kiimesi \* dl¢iilebilirdir. (Royden, 1968)
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2.4 Olciilebilir Fonksiyonlar

Bu boliimde reel degerli fonksiyonlarin 6lciilebilirligi ayrica genisletilmis reel

degerli fonksiyonlarla ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.4.1 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu 6l¢iilebilidir

<= Va € R igin
fFH(a,400)) ={z € X : f(z) > a} € A

Simdi yukaridaki tanmimda gecen kiimelerin geklini degistirmeye olanak veren bir

lemmay1 ifade edelim. (Stein, Shakarchi 2005)

Lemma 2.4.2 (X, .A) bir o6lgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu i¢in

asagidaki onermeler denktir.
I.VeeR A, ={zeX: f(x)>a}e A
2. VaeR, By={zeX: f(r)<a}le A
3. VaeR, Cy={zeX: f(zr)>a}le A
4. VaeR, Dy,={reX: f(r)<a}eA
(Stein, Shakarchi 2005)

Ornek 2.4.3 Her sabit fonksiyon bir 6lciilebilir fonksiyondur.
Gergekten, Vz € R i¢in f(z) = c ise

a > ¢ icin
{reX:f(x)>a}=0€A
ve a < ¢ igin
{reX: fz)>a}=XeA

olur. (Rudin, 1987)
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Ornek 2.4.4 X = R ve A = B(R) olsun. Siirekli her f : R — R fonksiyonu
(Borel) olgiilebilirdir.

Gercgekten, f siirekli oldugunda Va € R icin
{reR: f(z) > a} = f71((a,00))
kiimesi R de bir acik kiimedir. Her agik kiime Borel cebirine ait oldugundan
{r eR: f(x) > a} € B(R)
olup Borel olgiilebilirdir. (Rudin, 1987)
Teorem 2.4.5 f ve g olgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.
cf, 1% f+e fg Ifl
fonksiyonlar1 da ol¢iilebilirdir. (Rudin, 1987)
Tanim 2.4.6 (X, .A) bir dlgiilebilir uzay ve A € A olsun.
f:A— Rolgilebilirdir & VaeRigin {r e A: f(z)>a}e A

Lemma 2.4.2 deki denklemlerin f : A — R fonksiyonu i¢in de dogru olacag: aciktir.
Bu tanimlarin benzerleri genigletilmig reel degerli fonksiyonlar igin de verilebilir.

(Rudin, 1987)

Tanim 2.4.7 (X, A) bir dl¢iilebilir uzay ve A € A olsun.

f: A — R 6lciilebilirdir < Va € R icin
(o, 4o0)) ={z€A: fz) >a}e A

olmalidir. X kiimesi iizerinde tanimli, genigletilmis reel degerli A 6lgiilebilir biitiin

fonksiyonlarin kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M (X, A) ise

A={reX: f(zx)=+o0}

=z e X: fx)>n}
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B={reX: f(r)=—o0}

= ({z e X: fx) < —n}
n=1
= (ﬂ{x eX: f(x)> —n})
n=1
olacagindan A ve B dl¢iilebilirdir. (Royden, 1968)
Teorem 2.4.8 f: A — R olciilebilirdir <
A={re X : f(x) = +oo},

B={zeX: f(z)=—o0}

kiimelerinin ve

fi(z) = {f(xéjizﬁﬂg (2.15)

bi¢giminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonunun 6lgiilebilir olmasidir.

(Stein, Shakarchi 2005)

Tanim 2.4.9 B(R™) Borel cebirine gore dl¢iilebilen bir fonksiyona Borel 6lgiilebilir
fonksiyon (Borel fonksiyonu) ad: verilir. 9¥(R, A*) o- cebirine gore 6lgiilebilen
bir fonksiyona Lebesgue 0Olgiilebilir fonksiyon denir. R nin Borel kiimesi ol-
mayan fakat Lebesgue olgiilebilir alt kiimeleri mevcut oldugundan, R de herbir Borel

olciilebilir fonksiyon Lebesgue dl¢iilebilirdir. (Stein, Shakarchi 2005)
Tanim 2.4.10 f: A — R olsun.
fH(x) = max{f(z), 0}

f~(x) = max{—f(x),0}
biciminde tammmlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X iizerinde tammh ve negatif ol-

mayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif parcasi, f~ fonksiyonuna da
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f nin negatif parcasi denir.
O halde tanimdan,
f=r=f. l=rr+f,
1 _ 1
f+:§<|f‘+f)7 fm=50f=7)

bagintilar1 mevcuttur. (Royden, 1968)

Teorem 2.4.11 f : A — R olciilebilirdir & f+ ve f~ fonksiyonlarinin élciilebilir

olmasidir. (Royden, 1968)

Teorem 2.4.12 (X, A) bir él¢iilebilir uzay ve A € A olsun. f,g: A — R olciilebilir

olsunlar. Bu durumda

{red:f(z) <gl@)}{reA: flx) <gl)}{reA: fz)=gl)}
kiimeleri 6lgiilebilirdir. (Royden, 1968)

Teorem 2.4.13 (X, A) bir olciilebilir uzay ve A € A olsun. f,g: A — R 6lciilebilir

ise (f Vv g) ve (f Ag) fonksiyonlar 6lgiilebilirdir. (Royden, 1968)

Teorem 2.4.14 (f,), A € A iizerinde tanimli, R- degerli 6lciilebilir fonksiyonlarin

bir dizisi ise sup f,, ve inlg fn fonksiyonlar: da olgiilebilirdir. (Royden, 1968)
neN ne

Teorem 2.4.15 (X, .A) bir ol¢ii uzay1 ve A € A olsun. (f,), A tizerinde tanimh
R- degerli 6lciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise liTIlr_1> irolf fn ve limsup f,, fonksiyonlar
oOlciilebilirdir. o

Ayrica tanim kiimesi Ay = {z € A : limsup f,(z) = ligg %)Iolf fn(z)} olan nlggo fn

n—o0

fonksiyonu da 6lgiilebilirdir. (Royden, 1968)
2.5 Integral

Bu boliimde 6nce negatif olmayan olgiilebilir basit fonksiyonlarin integrali,

daha sonra da negatif olmayan, R- reel degerli, 6lciilebilir fonksiyonlarin integrali ile
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ilgili bilgiler verilecektir. Daha sonra da R-degerli fonksiyonlarm integrali iizerinde

durulacaktir. Once basit fonksiyonun tanimini verelim.

Tanim 2.5.1 Goriintii kiimesi sonlu elemandan olugan ¢ fonksiyonuna basit

fonksiyon adi verilir. (Royden, 1968)

¢ reel degerli bir basit fonksiyon ve xp,, Ej kiimesinin karakteristik fonksiyonu

olmak tizere

Y= Z KXk, ap €R (2.16)
k=1
bi¢iminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X {iizerinde tanimh ise
UE =X
k=1
dir.
Burada FEj, kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin (2.16) tipindeki gosterimi tek

degildir. Eger ay, as, ..., a,, sayilar1 ¢ nin X iizerinde aldig1 farkh degerler ve
Er=x€ X ve f(x)=a

segilirse Ej kiimeleri ayrik olur. Bu durumda

Y= Z A X Ey,
k=1

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi adi verilir. X iizerinde tamimli,
reel degerli, A 0lgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S = S(X,.A), S deki negatif

olmayan fonksiyonlarin kiimesi S¥ ile gosterilir. (Royden, 1968)

Tanim 2.5.2 (X, A, ) bir 6lgii uzay1r olsun a; lar negatif olmayan reel sayilar

Ay, Ag, .. Ay ler A ya ait olmak {izere

UAk’ =X wve p= ZakXEk (2.17)
k=1 k=1

gosterimine sahip bir ¢ € ST fonksiyonunun x Slgiisiine gore integrali

/ pdp =Y aru(A) (2.18)

X k=1

dir.
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Bu tanima gore ¢ nin p ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da pu
Olciisiiniin sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline karsilik gelen 400 degeridir. Be-
lirtelim ki, ¢ fonksiyonunun p ye gore integrali ne a; sayilarina ne de A kiimelerine
baglidir. Bununla ilgili olarak su teoremi verebiliriz. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.3 (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ¢ € ST(X, A) ve Ay lar ayrik olmak iizere

n
@ nin bir gosterimi ¢ = > agxa, olsun. ¢ nin p dlgiisiine gore integrali ne ay
k=1

sayllarina ne de Ay kiimelerine baghdir. (Royden, 1968)

Simdi negatif olmayan basit fonksiyonlarin integraline ait temel 6zellikleri verelim.

Teorem 2.5.4 (X, A, ) bir olgii uzay1 ¢ € ST, ¥ € ST ve ¢ > 0 olsun. Bu

durumda
(i) [ewdu=c [ pdu
X X
(i) [(p+O)du= [@du+ [ Pdu
X X X
(iil) Vz € X i¢in () < ¥(z) ise [@du < [ Wdp dir.
X X

(Royden, 1968)

Tamm 2.5.5 (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M+ (X, A) olsun. f fonksiyonunun g

Olciisiine gore integrali

/fd,u:sup/god,u:goGSJr ve @< f (2.19)
b b

genigletilmis reel sayisidir.

E € A olsun. f nin p ye gore F iizerindeki integrali

[ tin= [ rxedn (2.20)
X

X

sayisidir. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.6 f,g € MT (X, A) ve E, F € A olsun.
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(i) Vz € X i¢in f(z) < g(x) ise [ fdu < [ gdu dir.
X X
(ii) £ C Fise [ fdu < [ fdu dir. (Royden, 1968)
E F
Simdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.5.7 [Monoton Yakinsakhik Teoremi] (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve (f,,)
de M*(X,A) daki fonksiyonlarm monoton artan bir dizisi olsun. (f,) dizisi f

fonksiyo-nuna yakinsak ise

[ fin =t [ fuda (2.21)
1

X

dir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Teorem 2.5.8 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) (X, A, 1) bir 6l¢gii uzay

ve (fn) de M (X, A) daki fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
|fu(2)] < glz), hh zeX

olacak sekilde g integrallenebilir bir fonksiyon olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna

yakinsak ise Vn € N igin f,, ve f integrallenebilirdir ve

/fdﬂz lim /fndu
n—oo
X X
dir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Lemma 2.5.9 (X, A) bir olciilebilir uzay, A € A ve f : A — R fonksiyonu

olciilebilir olsun. Bu taktirde A {izerinde tamml R-degerli, 6lciilebilir basit fonksi-

yonlarin dyle bir artan (g,) dizisi vardir ki lim ¢,, = f dir. Eger f sinirh ise bu
n—oo

yakinsama diizgiindiir. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.10 (i) f€ Mt vec>0isecf € M™" olup,

/cfd,u:c/fdu

X X

dir.
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(i) f,e € Mt ise f+ge€ M™* olup,

/(f+g)du=/fdu+/gdu

X X X

dir. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.11 (Fatou Lemmasi) (X, A, ) bir 6lgii uzay1 ve f, de M (X, .A)

daki fonksiyonlarin bir dizisi ise

/ lim inf f,dp < lim inf/fnd,u (2.22)
n—oo n—oo
X X

dir. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.12 (Beppo-Levi Teoremi) (X, A, i) bir ol¢ii uzay1 ve > fi da X

tizerinde tamiml [0, +00] degerli,dlgiilebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu du-

/ (i fk) dp = i /fkdﬂ (2.23)

rumda

dir. (Royden, 1968)

Tamm 2.5.13 (X, A, p) bir 8l¢ii uzayr ve f € M(X, A) olsun. Eger [ fTdu ve
X

J f~dp integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X iizerinde integrallenebilirdir

]
X/ Fu = X/ Fdy - X/ fdp

denir. Bu integral
reel sayisidir. X {izerinde p oOlgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

£ =£(X, A, p) ile gosterilir. (Royden, 1968)
Teorem 2.5.14 (X, A, u) bir dlcii uzay1 ve f € M(X,.A) olsun. Bu durumda
feLe|flet

dir ve bunlarin biri gerceklendiginde

X/fdu SZ\f!du

olur. (Royden, 1968)
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Teorem 2.5.15 (Tchebichev Esitsizligi) (X, A, 1) bir 6lgii uzay1 ve

f X — [0, +00] fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. a > 0 igin
Ao={z € X: f(x) > a}

denirse

pan) < ¢ [ an< = [ ga
Aq X

dir. (Royden, 1968)

Teorem 2.5.16 (X, A, u) bir dlgii uzayi, f ile g, X {izerinde integrallenebilen reel

degerli fonksiyonlar ve o herhangi bir reel say1 olsun. Bu durumda
(i) afe Lve f+ge l
(i) [afdp=o [, fdu
X
(iit) [(f+g)dp= [ fdu= [ fdu+ [gdu
X X X X
dir. (Royden, 1968)

Tanim 2.5.17 f olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere her kompakt K kiimesi iize-

rinde

!un<w

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir. (Royden, 1968)
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3 LEBESGUE UZAYLARI

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi’nin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli
bir smifim1 Lebesgue uzayr (LP(R™) uzay1) olugturur. Harmonik analizin 6nemli
konularindan biri olan LP(R™) uzayi'min, harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢o-
ziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans,

miihendislik ve ayrica diger disiplinlerde uygulamalar: vardir.
3.1 LP(R") uzay:

Tamim 3.1.1 = = (xy,...,x,) ve y = (Y1, ..., Yn) , R" de vektorler olmak {izere
R"™, n—boyutlu Oklidyen uzay1 (x,y) = i x;y; i¢ carpimi ile donatilmig R,
J=1 ) :
n—boyutlu reel uzayidir. Burada z vektoriiniin mutlak degeri |z| = (2 mz) ile
tanimlanir. "~

R™ iizerinde dx = dx;...dx, ile Lebesgue Ol¢iisii ve R™ uzayi iizerinde f fonk-

siyonunun (Lebesgue) integrali

/f(:c)dx:/---/f(xl,...,xn)d:cl...d:cn

ile gosterilir.
Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek cogu kez kullanigh

olmaktadir. 7 = |z olsun ve S"™! = {x : |x| = 1} ile birim kiireyi gosterelim.

[ # el s

integralinin hesab1 i¢in;

0<r<oo, 0<6q,..,0,<m 0<6,_1 <27 olmak iizere
r1 = rcost
T9 = 78in 6, cos Oy

T3 = rsin 0, sin 0, cos 03
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T, =rsinf;sinb,...sind,,_;

doniigiimii yapilir. Bu doniisiimiin Jakobiyeni

n—1

J (.00, 00r) = 7" ] ] (sin )"

j=1

olarak hesaplanir.

/f(las\)d:s = ?//.../f(r)J(r,G) drdb;...d0,_,
= 7 "L f (r)dr ] ] 7ﬁ1 (sin@,)" "7 db,...db,_,

0 0 o J=1
o
—wnlff(r) r"dr
0

elde edilir, burada w,_1, birim kiirenin yiizey alanmdair.

Genel olarak

/f(]x\)dx:/ / f(rsindy,...,rsinéy...sinf, ) r" ‘drdf,...do,
Rn

0 gn—1

:7 / f(r,0) " drdo

0 gn-—1

biciminde yazilir. dz hacim elemani dz = r" 'drdo biciminde yazilir. Burada do,

S"~1 jizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey 6lciisiidiir.

Ayrica;

Bla,r)| = / dy = / dy = / dz = | B(0,7)|
B(z,r) {zeR";|z—y|<r} {z€R™:|z|<r}
ve

T

|B(x,r)| = / dz:/ / " tdtdo
B(z,r) 0 gn—
= / do/t”_1
si-1 0

n
= ]S”’l\% = w,r".

dt
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dir. (Sadosky, 1979)

Tanim 3.1.2 (X, A, ) bir 6lgit uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere Q) C X = R”

bolgesinde tanmimli ve
[1s@pds < o0
Q

ozelligine sahip olgiilebilir f : Q@ — R fonksiyonlar simifina LP(Q2) uzayr veya €2
bolgesinde p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayr denir. LP((2)

uzayl

1/p

1oy = 1 Flle = / F@)fPdr | < oo
Q

seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki | f||» gosterimine f fonksiyonunun L?(€2)-

normu denir.

Q) bolgesinde hemen her x i¢in f(z) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f
fonksiyonuna hemen hemen heryerde sinirhidir denir. Béyle M sabitlerinin en biiyiik

alt simirma da | f] nin © bolgesindeki esas supremumu(esasl sinir1) denir ve

esssup |f(x)] :=essinf {K : |f(x)| < K h.hax €Q}

e

seklinde gosterilir. €2 bolgesindeki hemen hemen heryerde simirli  f  fonksiyonlar:
ile tammlanan uzay L>(2) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun

L*°- normu

[l = ess inf | £(a)
olarak tammmlanir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Asgagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 3.1.3 (Marcinkiewicz Teoremi) T alt toplamsal operator ve py < qo,
m < @ ve o # ¢ olsun. Ayrica T operatorii zayif (po, qo) ve zayif (p1,qi) tipli
operator olsun ve p ile ¢

1 1-60 0 1 1—-60 0
= , —= +— (0<0<1)
p Po b q q0 q1
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bigiminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir. (Sadosky,

1979).

Lemma 3.1.4 (Young esitsizligi) 1 < p,p’ < oo, }D + é =1 ve Va,b > 0 i¢in

p o pr
ab< 4= (3.1)
PP

olur. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Ispat. a = 0 veya b = 0 olmasi durumunda (3.1) ifadesi dogrudur.
Kabul edelim ki a > 0 ve b > 0 olsun. f (x) = expz fonksiyonunun konveks

olmasindan

ab = exp (In (ab))
=exp (Ina +Inb)

1 1
= exp (—plna + —qgln b)
p 4q

= exp (1 In () + L1 (bq))

p q
<~ exp(In (@) + - exp (In (1)
ab? b
S

Lemma 3.1.5 (Holder esitsizligi) 1 < p,q < oo, 110 + é =1ve fell ge L9ise

feg € L' olur ve
/|f(90)g(90)|d93 < | fllzellgll e (3.2)
Q

esitsizligi saglanir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

Ispat. f veya g fonksiyonlarindan biri hemen hemen her yerde sifir olmas1 duru-
munda (3.2) esitsizliginin ispat1 agikardur.
(3.1) esitsizliginde (Young esitsizligi)
|/ ()| , — l8@)]

a = —=
11l [E5[Z
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secilirse

@) lg@)] 1 f@)P 1 ls@)

. —. —. , Y Q 3.3
e el = 2 e? ¢ e € (3:3)

__|__:1
P 4q

oldugundan (3.3) esitsizliginin heriki tarafinin integrali alinmasi ile (3.2) elde edilir.

Teorem 3.1.6 (Minkowski esitsizligi) 1 < p < co i¢in eger f,g € LP ise

(f +g)eLlve

If+ el <Nl + el (3.4)

dir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

ispat. f + g = 0 olmas1 durumunda ispat agikardir. Kabul edelim ki f + g # 0

olsun. Hélder esitsizliginden

1f + gl =/|f(a:) + g(z)|Pdx
i

~ [15(@) + @IS (@) + (@) o

Rn

< /(If(w)\ +lg(@))If (@) + g(@)|" dar

]Rn

= [l + spde + [ @il +g@p-ar
< | (J1rera) ™+ ( [isorar)™

< | [ 160+ o) 05

n

If +s8ller

= ([[fllzr + ||g||LP)-m

= (I£llz> + llgllz»)
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olup (3.4) esitsizligi elde edilir. u
Holder esitsizligi ve Lebesgue integralinin 6zellikleri gozoniinde bulundurul-
dugunda 1 < p < oo, LP uzaymin bir vektér uzayi oldugu goriiliir. Bununla birlikte

f fonksiyonunun LP uzaymn || f||» normu altinda;
L | fllr =0
2. |fllr = 01ise h.h. f(z) =0
3. Mlafllze = lafl[ fllzr, € R
4+ el <N fllee + Mgl

ozellikleri saglandigindan 1 < p < oo, L” bir normlu uzaydir.

Tanim 3.1.7 f, ve f fonksiyonlar1 LP uzayimin elemanlar olmak tizere; (f,,) dizisi
f fonksiyonuna p. mertebeden yakisaktir (L? de yakinsaklik)< Ve > 0 i¢in Ing € N

oyleki Vn > ng igin || fn, — fllzr <e.

Burada

o = fllze = /\fn—f|pd,u , 1<p<oo.
Q

Buna gore,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna LP de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim || f, — fllzr =0
n—oo

olmasidir. (Rudin, 1976)

Teorem 3.1.8 Q0 C R” olmak iizere LP(Q2), 1 < p < oo, uzay1

1/p

1w = / (@) Pde
Q

normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir. (Pick, Kufner ve ark. 2012)

34



Ispat. Kabul edelim ki, LP(Q) uzaymda (f,)nen bir Cauchy dizisi olsun. LP(Q)
uzayinda ( f,,)nen nin yakinsak oldugunu ispatlamak i¢in, Lemma 2.1.24 e gére LP(£2)

uzaynda (f,, Jnen nin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir.
ank+1 - fnkHLP < 27’{, Vk e N

olacak gekilde (n)nen pozitif tamsayili artan bir dizi olsun.

k € Nve x € ) igin

g (@) = [fo (@) + Z i (2) = fui(@)|, €N (3.5)

seklinde tanimlansin.
Bu durumda, Vo € Q i¢in (g, (z))ren azalmayan dizidir. Ayrica Teorem 3.1.6
(Minkowski esitsizligi) den Vk € N igin
/ g (@)Pde | <A faillr + ) 1 fnis () = foi (@)l v (3.6)
o i=1

< | foa (@) 2r + 1 < 0.

Dolaywisiyla Vi € N, g, € LP(Q) ve LP(2) uzaymmda (g )reny dizgin smirhdir.

(g1 (7)) ren monoton dizi oldugundan dolay1

g(z) := lim g (z), =€

k—o00
yani g; fonksiyonu g fonksiyonuna noktasal yakinsaktir.

(3.6) ifadesi ve Teorem 2.5.8 (Fatou Lemma) den,

[1s@pds = [ fin g, (o)
Q

Q
< lim ess inf/|gk(x)|pdx
k—o0
Q
<sup [ lgu(o)da
kel J

< (”fm ||p+1)p

< 00
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olup g € LP(9) elde edilir. Ayrica

[e.9]

Z(fm+1 (l‘) - fnz(x» < 00, h.h. ©x € Q.

=1

Sonug olarak,

f(l') = fm(x) - Z(fm+1<x> - fnl<l’)), x €

i=1

olmak {izere

klgn fo () = f(z), hh. xe€Q. (3.7)

Vk € N ve z € Q igin

k
fnk+1( fnl Z fanrl fnz( ))
i=1

elde edilir. Bundan dolay1

ve

| freia (@) < (g(2))"-
Boylece (3.7) ifadesi ve Teorem 2.5.8 (Lebesgue Baskin Yakisaklik Teoremi) den
f € LP(Q) elde edilir.

Sonug olarak, Vk € N ve x € () icin

o0

fnk+1(x) - f(l’) = Z (an_l(l') - fm(x))
i=k+1
olup
s (@) = f(2)] < Z e () = fas(2)] < g(2)
i=k+1

[ (2) = F(2)]” < (g())".
elde edilir. O halde Teorem 2.5.8 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) den
[ fn = flle = 0,k — 00

oldugundan ispat tamamlanir. [ ]
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3.2 Zayif Lebesgue Uzay1

Tanim 3.2.1 (Zayif Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo, f : R” — R dlgiilebilir bir

fonksiyon ve
[ fllwer := sup A{z € R" : [f(z)] > A}[»
A>0
olmak iizere zayif Lebesgue uzay:r W LP(R") agagidaki sekilde tanimlanir:
WIP(R") :={f:R" = R: f — olgiilebilir ve || f|lwrr < 00} .
dur. (Sadosky, 1979)
Uyar1 3.2.2 1 < p < o0 i¢in LP(R™) — WLP(R™) dir. Ayrica

[fllwee < ([ f1ze
esitsizligi saglanir. (Sadosky, 1979)

Tanim 3.2.3 1 < p < oo olmak iizere, R™ nin her bir kompakt K alt kiimesi
icin sirasiyla fx, € LP(R™) ve fx, € WLP(R") sartlarini saglayan tiim olgiilebilir f

fonksiyonlarinin uzay1 L (R") ve W LI (R") ile gosterilir. Burada x,., K kiimesinin

loc loc

karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.

Ozel olarak p = 1 yani f € L _(R") ise f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir

loc

denir.

L (R™) := {f : R" — R, dl¢iilebilir : VK C R" — kompakt wve / |f(z)|dx < oco}.
K

(Grafakos, 2004)

Asagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 3.2.4 Her f € L (R™) igin

loc

’ | fXBr)le
im SR
r—0 ||XB(x,r) ||Lp

=|f(z)|, h.h.zeR"

esitligi gergeklenir. (Grafakos, 2004)

37



3.3 (p,q) Tipli Operator

Tanim 3.3.1 ((p,q) tipli operator) T bir quasi-lineer operator ve 1 < p,q < oo
olsun. Eger T operatorii LP(R") uzayidan W LI(R™) uzayma simurh ise zayif (p, q)

tipindendir denir. Yani her bir A > 0 ve f € LP(R") igin

o € R 174 > M) < ({51 )

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise T" operatorii zayif (p, ¢) tipindendir.
Eger T operatorii LP(R™) uzaymdan L?(R™) uzayma simirh ise giicli (p, q)

tipindendir denir. Yani her f € LP(R") i¢in
ITflle < C|If]leo

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise T" operatorii giiglii (p, ¢) tipindendir.

(Pick, Kufner ve ark. 2012)

Uyar: 3.3.2 Her giiclii (p, q) tipli operatér ayni zamanda zayif (p, ¢) tipli operator-

diir . (Pick, Kufner ve ark. 2012)
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4 HARMONIK ANALIZIN KLASIK INTEGRAL OPERATORLERI

Bu boliimde, harmonik analizde ¢nemli yer tutan maksimal operatorleri,
Riesz potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin LP(R"™) uzaymndaki simrlilik-

larini inceleyecegiz.
4.1 Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin LP(R™) uzayinda simirhlig:

Harmonik analizde ¢cok énemli bir yeri olan Hardy-Littlewood maksimal fonk-

siyonunun tanimini vererek baglayalim.

Tanim 4.1.1 (Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu) Her bir f € L} (R")

loc

ve x € R" i¢in f nin Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

M (@) =suwp [ If (2= v)ldy (@)
lyl<r

seklinde tamimlanir. Ayrica, M : f — M f ye Hardy-Littlewood maximal operatorii

de denir.

Q(z,7), x merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiip olmak iizere maksimal fonksiyonlar,
bazen agagidaki gibide tanimlanabilir.

feL,.(R") vexeR"igin

loc

M'f (2) = sup— / 1 () Idy,

r>0‘Q|
Q

|E|, E nin Lebesgue ol¢iisii olmak {izere
M @) = swpr 17 ) ldy (42)

seklinde daha genel olarak tanmimlanabilir. Burada supremum x i igeren biitiin @
kiipler veya yuvarlar tizerine uygulanmigtir. (Sadosky, 1979)

Hardy-Littlewood maksimal operatorii M icin agagidaki uyarilar: verelim.
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Uyar1 4.1.2 (4.1) ve (4.2) ifadelerinden her bir z € R™ ve C;(i = 1, 2, 3) sabitlerinin

i¢in yalnizca n boyutta olmak {izere agagidaki esitsizlik kolayca goriilebilir

Boylelikle, f fonksiyonunun M f-Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve M'f,

M" f maksimal fonksiyonlar1 sabit farkiyla birbirlerine denktir. (Sadosky, 1979)

Uyar1 4.1.3 f € L}, (R") igin R {izerinde M f Hardy-Littlewood maksimal fonk-
siyonu alt yar1 siirekli bir fonksiyon ve ayni zamanda 6lgiilebilir bir fonksiyondur.

(Stein, 1969)

(4.3)’den, sadece M'f(z) i¢in 6nermeyi gostermemiz yeterlidir. Ashnda, her bir
A€ R igin F:={x € R": M'f(x) < A} kiimesinin agik oldugunu gostermemiz
de ispatin tamamlanmasi i¢in yeterlidir. M’f(z) tanmmlamgindan biitin A > 0
icin £ nin acik oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Denk olarak, her A > 0 igin

E¢:={x e R": M'f(x) < A} kiimesinin kapali oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki z C E°¢ ve k — oo i¢in xp — x olsun. Sadece r > 0 igin
il IOLES (1.4
y)lay = .
Q (z,7) |Q |

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Buradan her £ = 1727"‘7 1(;111 Qk:Q(kaT) ve fk(y) - f( )XQxT AQk(y)

denirse
Q (z,7) AQx = (Q (z,7)\Qi) | (@\Q (z,7))
olur. Boylece,
vk icin |fi (y)[ < |f(y) [ lim fi(y) =0
olur. Lebesgue baskin yakinsaklik teoremini uygulanirsa, asagidaki denklemi elde

ederiz.

lim ———— / |fx (y) |dy =0 (4.5)

k—>oo|Q x,r)
Q(z,r)
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dir. Diger taraftan,

1 1
0@ / |f(y)|dy=W / |f (y) [dy < A

Qk(z,r) Qr(x,r)

oldugu aciktir. Buradan

1 1
m@(l) |f(y) |dy < eIl / |f (y) |dy

Q(Ivr)AQk
1
+ S |f(y) |dy
|Q (3: T) | Qi (z,r)
< 5o / i () Iy + A

k — 1 i¢in (4.10) dan (4.9) i elde ederiz.

Uyar1 4.1.4 M Hardy-Littlewood Maksimal operatorii, L' (R™) den L' (R") e simirh
bir operator degildir. (Stein, 1969)

n = 1 durmunu ele alahm. f(z) = xjo,1)(=) olsun ve < 1 i¢in

i@z 5 [ 1)y =5

2z
0

dir. Buradan .

/Mf(x)dmZ]oMf(x)de/%dx:oo
R 1

1

dir. M, L'(R") de smirh bir operator olmamasina ragmen , WL (R™) uzay1 igin

LY(R™) den LY°(R") e tamimlandigl zaman M operatorii simirh bir operatordiir.

Lemma 4.1.5 (Vitali 6rtme lemmas1) E, R" de dl¢iilebilir kiime ve B, d(B) <
oo olan ve E yi Vitali anlaminda 6rten B kiimelerinin bir kolleksiyonu olsun. Her-
hangi bir z € F igin x € B, olmak iizere B, € B var ise § > 0, n sadece boyuta

bagh ve By, By, ..., By, ..., B de ayrik yuvarlar olmak {izere

> |1Bil = BIE|
k

esitsizligi saglanir.
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Burada lemma’nin ispatinda da goriilecegi gibi § = 57" se¢mek yeterlidir.

(Stein, 1969)

Ispat. Iy = sup{d(B) : B € B < oo} ve By € B olacak sekilde secilsin. d(B;) > =l

olsun. Benzer gekilde
Bi={B: BeBve BB =0}
ve
Ly =sup{d(B): B € By };

B, € By i¢in d(Bs) = %ll secilebilir.

By, Bs, ..., Br, B den olmak iizere yukaridaki gibi kiimeler secilsin.

Bk:{B: B ereBﬂ<jQBj>:¢}

olur ve

l, =sup{d(B) : B € B}.

Daha sonra Byy1 € By, d(Byy1) > %lk olacak sekilde secilebilir. Boylece B

den By, Bs, ..., dizisini agagidaki ozellikleri saglayacak sekilde se¢ilmig olur.
(i) By, Bs,..., By, ... ayrik;

(i) d(By1) > 3 sup{d(B): B € By} ve
k
By, = {B:BEB ve B[ (UB]-) :d)},k: 1,2, ... icin
j=1
dir.

Eger bu sekildeki ilerleme bazi Bj kiimeleri icin saglanmiyorsa bu By, = ()
oldugunu gosterir. Bu durumda, her bir x € E, B, € B vardir 6yleki 1 > kg > k
olmak iizere © € B, ve B, N By, = 0. Genelligi bozmadan, B, N B; = ), oldugu
j=1,2,...,ko — 1 igin varsayilabilir. Bundan dolay1, d(By,) > %d(Bx) ve buradan

By C 5By, dir. Burada 5By, icin By, yuvarin merkezi ayn kalacak sekilde beg kat
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k
genisglettigi (uzattigl) sdylenir. Buradan, E C |J 5B; i¢in

j=1
k k k
|E] < U5Bj < Z 5B;] < 5”2 | Bj|
j=1 j=1 j=1
oldugu goriilmektedir. Diger taraftan, )  |Bx| = oo oldugu aciktir. O halde,
j=1
lemma’nin ispatini tamamlamak icin
B; = 5By
olmak iizere
Z ’Bk| < 0
j=1
oldugunu gostermek yeterlidir. Burada
Ec|B; (4.6)
k=1

olmasi i¢in B C |J By ispatlanmasi yeterlidir. Her bir B € B igin ) |Bx| < o0, ve
k=1 Jj=1

d(By) — 0, k — 0o oldugunu elde ederiz. Burada, d(By,) < 3d(B) olacak sekilde en

az bir kg sayist vardir. Buradaki kg sayis1 bu 6zelligi saglayan en kiiciik indis olarak

ele alimmasi yeterlidir. Bu durumda, By, 1 < j < kg — 1 icin B; yuvarlar ile kesigir.

Diger taraftan da

1
d(Byy) 2 5d (By)
dir. (4.6) ifadesi ve By, C 5B; = Bj den
Bl <|UBil <D IBil <57 Byl
k=1 k=1 k=1
olup ispat tamamlanir. [ ]

M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin, zayif (1,1) tipinden ve zayif

(p, q) tipinden oldugunu gosteren teorem agagida ifade edilmigtir.

Teorem 4.1.6 f, R" iizerinde 0l¢iilebilir fonksiyon olsun.
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(a) 1 <p<ooigin f € L?(R") ise hemen her € R" i¢in
Mf(z) < o0

olur.

(b) Herhangi bir A > 0 ve f € L' (R") i¢in
[fr € R [Mf (@)] > A} < Sl

olacak gekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.

(¢) Herhangi bir f € LP (R") ve 1 < p < 00 igin
| M fllee < C|fllze
olacak gekilde bir C' = C(n,p) > 0 sabiti vardir. (Sadosky, 1979)

Ispat. Acikea goriiliiyor ki; (a) sikki (b) ve (¢) siklarmin sonucudur. Dolayisiyla
sadece (b) ve (c) siklarii ispatlamak yeterlidir.

(b) nin ispat1: Her bir A > 0 igin Uyar 4.1.2 den
Ey={zeR": Mf(x) >}

kiimesinin agik ve dlgiilebilir kiime oldugu goriilmektedir. Tanim 4.1.1 den x € E)

icin x merkezli B, yuvari vardir oyleki

1
=1 [ (W) ldy > A
af

dir. Buradan Vz € F) icin
|B|1/|f( Vdy < S1fls <
T )\ Y Y = )\ L1 o0
B

dir.
Boylece, B = {B, : © € E,} seklinde olursa E) kiimeleri B yi Vitali amlaminda
orter. Lemma 4.1.5 den, By, Bs, ..., By, ... kiimeleri B kolleksiyonunun ayrik kiimeleri
seklinde secilebilir,
> 1Bl = BIE|
k
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olur. Buradan

BIEA]

IN

> 1B
<3 1wl

kB

5 [ 1wl

Uk Bk

1
< — 1
< $I71

elde edilir.

(¢) nin ispati: Acgikga goriilityor ki p = oo igin (¢) saglanir. O halde 1 < p < oo

olsun. f € LP(R"™) ve her bir A > 0 igin f = f; + f5 olsun.

NIV
N[>0 >

_J f(z), icin [f ()]
fi(z) = {o , igin |f ()|

f1 € LY(R™) oldugunu gérmek kolaydir. Buradan
A A
F@I<IA@]+5 ve Mf(x)<Mf@E)+)
elde edilir. Boylece, (4.14) dan zayif (1,1) tipi i¢in M simirhdir.

|Ex| = {x e R" : M f(x) > M}
§|{$6RniMf1($)>%}|

2
<2 [ 151w |as
R™

26
-2 [ @l

{z R™:|f(x)|>5}
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burada 8 Lemma 4.1.5 de oldugu gibi bir sabittir. Boylece

o0

/ (M (2)) de = p / X1 By dA
Rn 0
7 9
<o (v |2 [ @l | o
0 {z R™|f(2)|>3}

2| f(x)]
< 28p / @] / 2ay | de
Rn 0

20p »
=22 1 (@) po
R

olur. Boylece Theorem 4.1.6 ispatlanmig olur. ]

Zayif (1,1) tipi i¢in M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin simrlihg

icin Lebesgue diferensiyelleme teoremi agagidaki gibidir.

Teorem 4.1.7 (Lebesgue diferensiyelleme teoremi) f € L}  (R")olsun. B (z,7)

loc

iizerinde

lim—)| / fydy=f(x), hh xeR"
dir. (Sadosky, 1979)
Ispat. Herbir R > 0 ve IxBo.r € L'(R") i¢in

Lr(f)(:v>=m / £ () dy
B(z,r)

A(f) (@) = L, (f) (&) — limL, (f) ()

r—0 r—0

olup buradan

A(f) (x) < 2 sup|L; (f) (z) | = 2M f ()

r>0

elde edilir.

Her bir A > 0 icin
[Ex(Af)|:=He € R* A(f)(z) > A} =0 (4.7)
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oldugunu gosterelim. Her € > 0 i¢in f = g+h geklinde yazabiliriz, burada g kompakt

destekleyeni ile birlikte siirekli bir fonksiyon ve ||h||; < e dir. Boylece

A(f) () < A(g) (x) + A(h) () = A (h) ()

ve
[Ex (Af)| < |Ex(Ah)| < [Ey (Mb)]|
oldugu goriiliir. Theorem 4.1.6 (b) den,
2C 2Ce
(XA < = IRl < =

elde edilir. Buradan, keyfi ¢ i¢in (4.7) goriiliir ve (4.7) ifadeside

lim L, (f) (x)

r—0

limitinin h.h. = € R” i¢in var oldugunu gosterir. Diger taraftan, integralin siirekli-

ligini kullanarak,

(y)dy — f ()| dx

. : 1
i 1, () = Fls = lim [ |
R

:lii%/,gm [ G-y -r@ldyas

(0,r)

<l£%|3 //Ifx— )= f () |de dy = 0

B(O r) R

elde edilir. Boylece, en az bir ry alt dizisi vardir ki & — oo igin r, — 0

lim L, (f)(x)=f(x) h.h. zeR"

k—o0

Ciinkii klim L,, (f) (z) var oldugunda h.h. = € R", buradan
—00
lim——— / fydy=f(x), hh. z€R"
r=0|B(z,7)]

dir. Boylece ispat tamamlanmig olur |
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Uyar: 4.1.8 (4.1) ve (4.2) tamimlarimin denkliginden agik¢a goriilmektedir ki, Teo-
rem 4.1.7 nin sonuglar igin B(z, r) yerine x i igeren Q(x, r) kiibii alinmas1 miimkiindiir.

(Sadosky, 1979)
4.2 Riesz Potansiyelinin LP(R") Uzayinda Simrlihg

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak {izere f fonksiyonunun Laplasyeni;

j=1
bi¢iminde tanimlanir.
f € S olmak {izere
1 i(ey)
f(‘r) = [ € f(y)dy
(2m)2
Rﬂ/
dir. @) = gil@yttenyn) glmak tizere
1 i(zy)) £
(—A) f(x) = — [ (=A™ f(y)
(2m)2
Rn
1 o o . o . .
— _ oWy T wr2y2 _— pTnYn d
2n)? / ( 0" o’ "ozt ) Flu)dy
R”
1

2 i(zy) £
m e d
(27T>2R[|y| f(y)dy

olur. F' = f olmak iizere
Lf=F"lyl“Ff, fes (4.8)

oldugundan

= (-A) f=F'y*Ff

yazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. R. Seeley(Seeley,

1980) gostermistir ki eger bir eliptik L operatorii igin
L=F19F
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formiilii mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti i¢in

L*f =(F'¢°F)f

gecerlidir. Dolayisiyla bu teoreme gore Laplace operatorii icin

(=AY f=(F"y*F)f

yazilabilir. Dolayisiyla goriiniir ki 2 = —% igin

(—A)Ef=(F ™ F)f (4.9)

gegerlidir. Yani (4.3) ve (4.9) den goriiniir ki Riesz potansiyelinin ve —A nin negatif

kesir kuvvetinin genellesmig anlamda Fourier doniigiimleri aynidir. Bu durumda
IL,=(-A)%, 0<a<n (4.10)

ifadesi yazilabilir. (4.10) formiilii Riesz potansiyelinin 6nemli bir operator oldugunu
gosterir. Ciinkii (4.9) in yardimiyla Laplace operatoriiniin negatif kesir kuvvetleri

tanimlanabilir, burada 0 < a < n ve

olmak tizere

(Lf) (@ ‘/M_ywa

I, operatoriine Riesz potansiyeli denir.

Teorem 4.2.1 (Riesz Potansiyeli igin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

o<a<n l<p<g<oovei=1_2glun.
q n

=

(i) Eger f € LP(R") ise
(1 f)( /W — o )y

integrali hemen her z i¢in mutlak yakinsaktir.
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(ii) Eger p > 1 ise bu durumda

Hafllze < Apgllfllze
esitsizligi gergeklenir.

(iii) Eger f € L'(R") ise bu durumda her A > 0 igin
A q
e )] > 2 < (211

dir. Yani, f — I, f doniigimii (1, q) zayif tiptir ((11 =1- %) .

(Lu, Ding ve Yan 2006)

Ispat. K () = le% olsun. f — I, * f doniigiimii yerine f — K * f doniigiimiinii
goz ontine alalim (iki dontigiim arasinda bir sabitle(ﬁ) carpim kadar fark vardir).

K y1 p herhangi bir pozitif sabit olmak tizere

K@) o] <p K@) e >
Klm‘{ 0 . fo] > p Kz(‘”)—{ 0 el <p

olacak bicimde K; + K olarak ayrigtiralim. Buradan
Kxf=K xf+Kyxf

elde edilir. K;i % f ve Ky * f nin h.h. =z i¢in mutlak yakinsak oldugu gosterilirse
K % f nin h.h. 2z i¢in mutlak yakinsak oldugu, dolayisiyla I, f nin h.h. z i¢in mutlak

yakinsak oldugu gosterilmis olur.

t
(K1 % f) (z) = / Ki(x — ) f(t)dt = / %dt
lz|<p lz|<p
icin Young Teoreminden;
1
K fllp < W fllpe | 7=t
|z — 1]

|| <p
m

£l tnn / oy

0
a

= 1l wart= < o

90



bulunur. Buradan K; * f, h.h. x i¢in mutlak yakinsaktur.

e )@ = [ Kot fou = [ o

|| >p || >p

dir. p’, p nin duali olsun, % + z% = 1 oldugundan ve Holder esgitsizliginden

1

7
P

wonnyw = [ Low<| [ ————al s,

n—a\P
o> oo (2 ="

elde edilir. Koseli parantez igindeki integralin yakimsak olmasi igin (n — «) p >n

olmas1 gerekir.

, ay\ 11\ 11\ . P
(n—a)pzn(l——)p:n l——+—-)p=n{+-)p=n({l+=)>n
n p q p q q

n—1 E
p , N
= [1fllze wnl/mdp =[£Il (cwn,lu ( >p>p

o
1 1 1 —
{Z—(n—a)zn(—,—l%————) :_n}
p p D q q
< callfllppp e
= || Ky * f“Ll <a ”f”Lp lf%
= || Ky * f]| ;1 < oo olup
Ky % f h.h. x i¢in mutlak yakinsaktir. O halde
Kx f=K;x f+ Ky x* f oldugundan

K x f h.h. z i¢in mutlak yakinsaktir.

Boylece I, f nin h.h. z i¢in mutlak yakinsak oldugu elde edilir. Dolayisiyla teoremin

(7) ifadesi ispatlanmig olur.
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Simdi (zii) yi ispatlayalim:

1
(1of) (@) = = /]a:—y[” Ay (g o) (4.11)

|y|<a \ [>e

= (o f) () + (Lo, f) (%)

elde edilir. (4.11) ifadesinden

{z: [(Iaf)(2)] > 20} CH{z: [(Lay f) (2)] > A} U{2 : [(Ta, f) ()] > A}

gergeklenir. O halde yukaridaki kiimenin 6l¢iisii

[{z : [(Laf)(2)] > 22} < [{z 1 [(Lay f) (@) > A} [+ [{z 1 |(Lan /) (2)] > A}
(4.12)

seklindedir. Simdi bu ifadeleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:

(& | f) (@)] > A} = / 17z
o] (1 D))

< dx

‘(lalf) () |"

|{z Tay f)(@)|>A}]

<+ /| I, f) ()| da

- P
a1

elde edilir. Young teoreminden

1 1 AP
o [Ua ) (@) > AH < 5 Hai flle = A7 1 flle < S 1 I
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bulunur. Buradan

1K, = /

z|<p

p
1 r n—1
—dr | = / /p —dpdx’
|.Z" pn «
n—1 (
o

p

poz p
= wn—l/Pa_ldP = (wn—lg |5)
0

D
w
= Lo — ePper,

oP
(4.13)
Cl,uap » Ma p
[z [Ua f) (@) > A < == 1l = ea | = 1 f s
elde edilir. Ayrica Holder esitsizliginden
Al
{2 [(Laa f)(@)] > A = - 1Kl [LF 12
esitsizligi gergeklenir.
1 ’ .
[ K| = mdx = Copb
z|>p (|$| )
oldugundan ve
1 | o 11l o = o™ || fll o = A
secilirse || Ky * f|;1 < A ve boylece |[{z : |[Ky * f| > A}| = 0 elde edilir.
—n A € ||f||Lp)Z
poa = = u= (— . (4.14)
co || £l o A

(4.11), (4.12), (4.13) den ve (4.12) de p nun yerine (4.14) daki ifadesi yazilirsa

{a : [(Iaf)(@)] > 2X} < o (Hfﬂm (cQ ||§!|Lp)n>

_ . I (I|f||Lp)n
e U

1 1
(g:———iﬂzq—p oldugundan)
n p q n

17" (”f”LP)qp_c (||f||Lp)q
— P9 AP A — pq )\
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bulunur. Yukaridaki ifadede p = 1 i¢in f € L*(R") alindiginda I, f Riesz potan-

siyeli é = 1 — 2 olmak iizere zayif (1,¢q) tipinde operatérdiir. Boylece (ii7) ifadesi

ispatlanmig olur.
Simdi (ii) yi ispatlayalim. Ispati yaparken Marcinkiewicz interpolasyon

Teoremi’ nden yararlanacagiz. (ii7) den dolay1 I, zayif (1,q) = (1, 1_%) tipli ope-

ratordiir.  (p1,q1) = (pl,ﬁ> tipli operator, (po,p1), (go,q1) sayilarmi Marcin-

P1 n
kiewicz interpolasyon Teoremi’ne uygun olarak segelim. I, zayif (po,q,) ve (p1,q1)
tipli
operatordiir. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi’ nden

1—-6 0

1 1—-6 6
0<bf<lve—-= +
p

1
po ¢ q o ¢

olmak tizere I, kuvvetli (p, q) tipli operatordiir.

1 1—-6 0 o 1 «
- = +—=1-NH(1l—-——=)+0(———
q qo q1 ( )< n> (pl ”)
1Y e by
n n o pr n
:1_9_g+£
no - p1

1
(_ =1—0+ ﬁ oldugundan)
p P

1

1 o a 1
= - — — veya — = —
p n n p q

oldugundan Marcinkiewicz interpolasyon Teoremi’ nden

1
Maflla < ellflln, o=

iR
|
SR

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. ]

Onerme4.2.2a>0,0<>\§n,1<p<%,1§q§oo,vef€Lp(]R"),

Mxf e L1 (FE), E C R" olsun. Bu durumda

ap
A

1—ap
el <€ 8| "Il (4.15)

Li(E)

1

gerceklenir, burada s = (a

+ (A_f;; ve C, f ve FE den bagimsiz bir sabittir.

1 a
p p

(Adams, 1975)
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Ispat. Ispati yaparken L.I. Hedberg’'in (Hedberg, 1972) Riesz Potansiyelleri i¢in

uygulamig oldugu temel diigiinceyi takip edecegiz. Bu durumda f # 0 igin, I, f (x)

kiimesi 6 > 0 olmak iizere

If(z) = / %dw / %dy

seklinde yazilabilir.

k € Zve a,(z) ={y:2* < |z —y| < 216} olsun. Bu durumda

I / /) dy

v —y""
lz—y|<d

~ / f(y) dy
|z —y|""

k=1
a,k(m):{y:Q—k5§|x—y\<2k+16}

dir. Buradan

7] < Z / lz—y|* " |f (y)|dy, 0 < a <n oldugundan
k=1

= a_k(x)

gZ(z—ké)a_"(z—“lé)"W [ 1rwidy

! O—k(z)

Mgf (z) = supr®™" / |f (y)|dy, 0<p <n oldugundan

r—0
lz—y|<r

< §oon i 25" My f ()

k=1
00

=5°2" ) " (27%)" My f (v)
k=1
=Co“Myf(z), O<a<n

elde edilir. Benzer sekilde,

3 / A,

[ =y
ay (x):{y:2k6§|zfy|<2k+15}
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dir. Buradan,

>

>

<3 gy ) [ 1rwia

50 (2rF10)"
ak(z)

Mgaf (z) = supr®™" / If (y)|dy, 0<p <n oldugundan
r—0
le—y|<r

<P )T s
_ 6(17% f: <2kafkn+knfk%+nf%> MAf (ZL‘)

D (Z 2’“(“‘2)) Ms f (z)
k=0 !
A y A
0<Oz<n,1<p<;oldugundan a—}; <0
= O My f (2)

elde edilir.

M f(z)

D
A
d=40(x) = [m] segilirse hipotezimiz geregi 0 (x) sonlu ve h.h. yerde

pozitiftir. Bu se¢im kolayca,

If @) < 111+ |1

< O Myf (x) + C6* v M f ()

o) fso)”
(Mo f (x)) Aap (Mof (x)) >

(@)

T (Mof ()
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oldugunu gosterir. Yani,

Lf (@) < C (M f (@) (Mof (2) %
dir.
Teorem 3.1.1. deki (7i7) ozelliginden ve Holder esitsizliginden

ap
A

1—ap
Ml <€ af| " U7l

La(E)

esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.3 Singiiler Integral Operatérlerinin LP(R™) Uzaymda Smirhg

Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii Hilbert ve Riesz doniigiim-
lerinin genellegtirmesidir. Hilbert doniigiimii eslenik harmonik fonksiyonlarin iist
yart diizlemdeki sinir deger problemlerinin caligmasinda ortaya c¢ikmigtir. Riesz
doniigimi de ikinci mertebeden eliptik denklemlerin ¢oziimlerinin diizgiinliigiine

karsgilik gelmektedir.

f e LP(R)(1 < p < oo) olmak iizere R tizerinde Cauchy integrali;

Fz) = 27i tfE ld

ile tammlanir, burada z = x +iy,y > 0 dir. F nin R? iizerinde analitik oldugu

goriiliir. Ayrica;

1 l x—t
F(z) = — — t)dt
(2) 271 (x—t 27T/ 2/ ()

R R

= 2 [Be D @) i@ @)

yazilabilir, burada

1 1
t) =
y( ) 7Tt2 + Y
ifadesine Poisson c¢ekirdegi ve
1t
t) = -
Qy( ) T tz + yg

ifadesine de eslenik Poisson cekirdegi denir. Ayrica P, x f f fonksiyonunun Pois-
son integrali olarak ve @, x f de f fonksiyonunun eglenik Poisson integrali olarak

adlandirihir. Harmonik fonksiyonlarin sinir degerlerinin 6zelliklerinden,
y—0 tken Pyxf—f

ve
y—0 tken Qu*xf—Hf
olur.
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H f ifadesine de f fonksiyonunun Hilbert doniigiimii denir ve

Hf(z):= p.v% %dt (4.16)
R
seklinde tanimlanir.
Teorem 4.3.1 Eger f € L*(R) ise,
H(€) = —i sgn & f(€) (4.17)

dir. K(z) = p.v.Z olsun, bu durumda H f = (K « f) dir. (Lu, Ding ve Yan 2006)

Ispat. f € L*(R") olsun ve Au = f Poisson denklemi verilsin, burada

R™ de Laplace operatoriidiir. Esitligin her iki tarafa Fourier doniigiimii uygulandiginda

F(6) = —4(r)?|¢*ale)

oldugunu elde ederiz. Bu da

esitligidir. Boylece, 1 < 7,k < n icin

&*u ~
5, (©) = ~APEGE)
- 37
dir. Eger operatorii
R f(€) = —z'%/@,j =1,2,..,m (4.18)
seklinde tanimlarsak, -
0%u ——

esitligi saglanir. (4.18) denklemiyle tanmimlanan R; operatorii Riesz doniigiimii olarak

adlandirihir. Boylece Poisson denkleminin ¢oziimiiniin diizgiinliigii Riesz doniigiimiiniin
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simirhligina kargihik gelir. (4.17) ile (4.18) kargilagtirildiginda Riesz doniigiimiiniin
Hilbert doniisiimiiniin bir boyuttan n boyuta bir genellestirmesi oldugu goériilmek-

tedir. f € LP(R") (1 <p < o0) ise f nin Riesz dontigiimii agagidaki forma sahiptir.
Ti — Yi .
R; f(z) :p~U~0n/Wf(y)dy7 l<j<n (4.19)
R
Eger K;(x) = p.v.mijﬂ(j =1,2,...,n) alirsak,

olur. [ ]
Simdi singiiler integral operatoriinii tamimlayalim. n > 3 oldugu zaman, A Laplace

operatoriiniin temel ¢oziimii

1 1

(2 —n)wy,_q |x|"2

I'(z) =

dir. Ornegin f € f(R") icin f iyi 6zelliklere sahip oldugu zaman T' * f, Au = f

Possion denkleminin bir ¢oziimiidiir. Bu da

u(x) = (' f)(z)
_ f(y)
B C”/ |z — y‘de

R

dir. ' nun ikinci kismi tiirevi almdiginda, Q;(y) = C,.(1 — njy| — 2y7) oldugunda

Pu(x) [ Q(x—vy) L Qi(z —y)
e —R[ F—T f(y)dy = lim —— - f(y)dy

e—0+ |z —y|™
lz—y|>¢

elde edilir. € i¢in agsagidaki 6zellikler saglanir.

T = dim [ Sy (1.20)



diyelim. Boylece Au = f denkleminin ¢6ziimiiniin L diizgiinliigii 7} operatoriiniin
LP simirliligina kargilik gelmektedir. Kabul edelim ki (a), (b) ve (c¢) sartlarini saglayan

bir 2 fonksiyonu verilsin. Boylece
fe’R"), (1<p<oo)

icin
Qz —y)

Tof(z) = pv. .
J v =l

f(y)dy

tanimlanir.
Eger Q(z) = Igfr_]\ ise, To, R;j(j=1,2,..,n) Riesz doniigiimii olur.

Eger n =1 ve Q(z) = sgn(z) ise T, H Hilbert doniigimidiir.

Tamm 4.3.2 K(z) € L}, (R™ — {0}) olmak iizere,

K ()] < Blz|™",Va # 0 (4.21)
/ K(z)dr =0,Y0 <r < R < o0 (4.22)
r<|z|<R
| K-~ K@lds < B, vy #0 (4.23)
|z[>2]y]

sartlar1 saglansin, burada B sabiti x ve y den bagimsizdir. Bu durumda K ya
Calderon-Zygmund ¢ekirdegi denir ve (4.23) sart1 Hormander gart1 olarak adlandirilir.

(Sadosky, 1979)
Teorem 4.3.3 K Calderon-Zygmund ¢ekirdegi, ¢ > 0 ve f € LP(R") (1 < p < o0)
icin

T.f(x) = / f(@ — K (y)dy
R™\B(0,¢)

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) |Tefllze < ApllfllLe, burada A, € ve f den bagimsizdir.
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(ii) Her f € L?(R™) i¢in L? normuna gore liné T.f vardir. Bu da, bir T nin varhgim
e—
gerektirir oyleki
7f(x) = po. [ flo = K@)y
R

dir.
(i) (T flle < Apllfl e dir.
(Calderon ve Zygmund, 1979)

Ispat. ¢ > 0 icin, K.(v) = K(2)X{u>q@) olsun. Boylece T.f(z) = K. * f(x)
dir. Ilk olarak 7. un (2,2) tipinden oldugu gosterilsin. 7. L?(R") iizerinde diizgiin
siirhdir. Daha sonra K, nun (4.23) durumunda diizgiin oldugu gosterilecektir. Her
bir z,y € R™, y # 0 |x| > 2|y| igin eger x ve x — y nin her ikiside B(0, ¢) iginde iseler
K. (z) = Ke(x —y) = 0 dir. Eger x ve  —y nin her ikiside B(0, €) ise K(z) = K(z),
K (r —y) = K(x — y) olur. Bu durumda K, (4.23) sartim saglar. Eger |z| > €
ve |z —y| < e ise % < |r —y| < evee < |x|] <2 olur. Bundan dolayi, C e dan

bagimsiz olmak iizere

/ K.(2—y) — K(a)|de < / IK.(v)|de < CB

|z|>2]y] e<|x|<2e
olur. Buradan her € > 0, K. € L*(R") i¢in C' > 0 olacak sekilde bir sabitin varligim
gostermek yeterlidir dyle ki her € > 0 igin

sup |[K.(¢)] < CB (4.24)

£eR™
dir. £ € R" icin,

K.(¢) = lim e K (2)dw

R—o0
|z|<R

R—o0

= lim / e K (z)dw + / e P K (z)dw
z|<g E<lz|<R

= lim ([1 -+ [2)
R—o0
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dir. (4.21) ve (4.22) sartlarindan

| = /%|(e—2mfff—1)f<€(x)da;

z|<
<cle [ K@)l
jel< 2
< CaB
elde edilir. Simdi I, ye bakalim. y = 2|§‘2 alirsak 2™ = —1 olur. Burada

J = / - / e K (2 — y)dr

g<lz|<R  g<lz—y|<R
alirsak,

I = / e M@K (2 — y)dx

F<lz—yl<R

_ e 2R (1 — y)da

¢ <lz—yl<R
=— / e MK (2 — y)dx + J,
2 al<R
olur. Buradan
1 ~ J
L= / [Kr) = Kol = y)le % +
%<|z|§R
bulunur. |y| = 5 ve a > 1 iken, C ve B, € ve ¢ den bagimsiz olmak iizeere

2[¢]

/ (K (1) — K (z —y))e ?™dx| < / |K(z) — Ke(x —y)|de < CB

e <fol<R j2l32ly]
ifadesi elde edilir. Diger taraftan eger z|¢ < [z| < R ve z|¢ <[z —y| < R alir ve

her ikisinin simetrik farkina F dersek,

| < / K.z — y)|de
FE
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olur. Buradan |y| = 5= ve a > 1 alinirsa

2\£|

a 2a R
ECx\i <zl < ?Uﬂa <lz] <2R
elde edilir. Boylece (4.21) den C ve B, € ve £ den bagimsiz olmak iizere

s [ Kle-wlder [ K-yl < 0B

<\x|<2a B<|z|<2r
olur. Yukaridakileri toparlayip (4.24) yi ele aldigimizda T,, L*(R") iizerinde €’a gore
diizgiin smirhdir.
Simdi 7.un (1,1) zayif tipinden oldugunu ve bu sinirliligin €’dan bagimsiz oldugunu
gosterilsin.

Her f € L'(R™) ve A > 0 i¢in bu fonksiyonun Calderon-Zygmund ayrigim g, b ve Q;

ortiigmeyen kiipler gseklinde alinirsa f = g+ b i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:
(a) llglle < CAllfllzr, Ig(@)l < 2"\, h.h @ € R™;

QLQf x)dr < 2", her @; icin;

(e) 221Qsl < Il
J

(d) b(x) = > by(2) bejdx =0, supp b; C Q; ve ||bj|lr: < 2Qf |f(x)|dx
J 5 J

dir. Ciinkii

T.f(x) = Teg(w) + Teb(x)

den

{oeR TI@)] > A} < |{o € R Tg(2)] > %}' +

= Il +[2

{v e R Tb()] > %}‘
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olur. Birinci adim ve (a)’dan

2\ 2 4C 4C
n<(? / Tog(a) P < 25 / g(@)Pde < 2 1.
A A A

R” R7

* * C'fl
RS AR T
J

elde ederiz. Diger taraftan

A
I < |E*| + {1‘ € E*|Tb(z)| > 5}‘
2
< Sl +2 [ maw)as
Rn\ E*

olur.

> [ 1zl <l (4.25)

J R\ E*
ifadesini ispatlamak icin |T.b(z)| < >_; |Teb;(2)| oldugunu gostermek yeterlidir. y;
(), nin merkezini ifade ettiginden (4.23) den (b) ve (c) ikisi birlikte (4.25) i sagladigin-

dan

/ b, ()| d < / / K. (z —y) — Ku(x — ;)| by ()| dydz

< [l [ 1Ko ) - Koo = yy)ldady
Q;j

R"Q%

< [ Iy <205 [ 1)y
Q; Qj

ifadesine sahibiz. Buradan da T, (1,1) zayif tipindendir ve onun siirhiligi € ya da
f den bagimsizdir.

Simdi T.'nin (p,p), 1 < p < oo, kuvvetli tipinden oldugunu gosterecegiz.
Marcinkiewicz interpolasyon teoreminin uygulanmasidan 7.'un (p,p) (1 < p < 2)
tipli oldugu biliniyor ve onun siirliligi € ya da f den bagimsizdir.

Simdi 2 < p < 0o oldugunu kabul edelim ve % + % =1lden 1l < ¢ < 2 olur.

—_— P

Eger T.'y1 T. nun dual operatérii olarak alirsak K,.(z) = K. (—z) iken T,f(z) =
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K. f (x) elde edilir. Agk olarak K., K, nun tiim sartlarm saglar. Boylece 7. (q,9)

tipindendir. Bu nedenle her f € LP(R") i¢in

IT.f e = sup / T.f(2)g()dz

llgllg<1

= sup / f(2)Tog(x)da

llgllza<1

<[ fllze sup || Teg] Lo
lgllra<1
< Apllfllze
dir.
Daha sonra her f € LP(R") (1 < p < 00) i¢in T nin varhigm ve L? de T, f’

nin smirhiigm gésterelim. Ilk olarak f € C°(R™) oldugunu kabul edelim. Her y
(y # 0) icin

[15 =9 - sapas | <cil (4.20)
elde etmek gerekir. Aslhinda

CH—ty) = (V. )~ 1y)

dir ve buradan ¢y = % oldugunda

olur. Bu nedenle

RS

/ @ —y) - flo)lPde | = / (V) (o — sy)ds|Pd

n
ly|

=

IN

/ (Y~ — sy)Pda | ds
0 n
~119f

<y ’ Ox;
j=1 "

p
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dir. Simdi 0 < 7 < € alahm. Boylece (4.26) ve (4.21) den

ITf = Toflli < / K| / fla—y) — f@)Pda | dy

n<|y|<e

<c / iyl 1K (4)|dy
n<|y|<e

< CB — 0(n,e — 0)

Bu da her f fonksiyonunun C§°(R™) oldugunu gosterir. T, f, LP(R"™) de bir Cauchy

dizisidir. Bu nedenle
lim |T.f — Tf[| =0
e—0

olacak gekilde T'f € LP vardir.

1T flle < Apll1F 2o

den
1T flle < NTf = Tefllze + I Tef o
SNTf = Tefllee + Apll fll e
oldugu goriiliir. Her f € LP(R™) ve § > 0 i¢in g € C°(R") vardir 6yleki f =g+ h
ve ||h||, < oo dir. Boylece 0 < 7 < € i¢in
I, ~ Tefllr < WT(F — 8)lon + T~ Teglloo + I1Tu(e — )l
< A = Dllis + ITog — Tetlis + All(e — Dl

— 2A1 0, tken n,e — 0

dir. § keyfi oldugu igin T, f her f € LP(R™) i¢in LP(R™) de daima bir Cauchy Dizisi

oldugunu gosterir. Bu nedenle T'f € LP vardir oyleki
Wm || Tf —=T.f|lrr =0
e—0
ve
1T flle < Apllflr

dir. Bu da ispat1 tamamlar. [ ]
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Teorem 4.3.4 Kabul edelim ki Q(x) simirh bir fonksiyon oyle ki

/ Q(z")do(2") =0 (4.27)
Sn—1
saglanir ve

1

/ w"}(‘s) 5 < oo (4.28)

0

dir. f € LP(R"),1 < p < o0 igin

7.5~ [ ﬂijﬁ’f@ )y

ly|>e

olsun. Bu durumda agagidaki ii¢ durum saglanir:
(i) f den bagumsiz bir A, sabiti vardir 6yle ki || 7. f||r» < A, || fll e
(ii) Tf vardir 6yleki LP normunda
lim T,.f = T/ (x)
dir.
(i) 17f e < Apllfllre

dir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)

— Q)

- |$‘n )

Ispat. Teorem 4.3.3 den, k(z) (4.23) sartin1 gostermek yeterlidir. |z| > 2|y|

ile 0 < @ < 1icin
3
2= Qyl < Ja] +Iy] < 5l
ve
1
v =yl 2 |2 = |yl = 5]
oldugu zaman
Qz —y) — Q)




dir. Boylece

1 1

Infl

ly||z — Qy |y

- < < . (4.29)
[z —y[* 2" |z — y[* || [+
dir. Diger yandan |x| > 2]y| oldugu zaman
T-y o« vl
Tl (4.30)
[z —yl x| ]
dir. Bu yiizden (4.29) ve (4.30) den
/ |K(x —y) — K(z)|dx < / |I;|dx + / | I5|dx
lz=2[y| lz=2[y| |z=2]y]|
< [ (=) (@)l
|z =y [zl ) | & =yl
[>2]yl|
dx
+C1QIsll | T
lz=>2]yl|
yl\ dz
<C Woo | 277 | T T O @ Iz
=]/ ||
lz=2]yll
sn—1
d
= / wee (22 o)X 4 €1 Q o
7] r
2ly
/ )
<o (220540 1q 1
0
<B
elde edilir. m
Uyar: 4.3.5 ) sifir dereceli homojen ve K(x) = ?m(ﬁ) ise, bu durumda
Qfy
Taf (@)= po. [ T fla = )y (4.31)

Rn
seklinde tanmimindan Tq, homojen cekirdekli bir singiiler integral operatorii olarak
adlandirilir. Theorem 4.3.3 ve Theorem 4.3.4 gosterir ki homojen cekirdekli sin-
giiler integral operatorii ve Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriiniin L?
normunda (kesik operatorlerin ailesi olarak) limiti vardir ve her iki operator de

(p,p) (I < p < o0) tipindendir. 7.f(x) in noktasal anlamda da limiti vardir.
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Kabul edelim ki Tq (4.31) ile tamimlanan bir singiiler integral operatoriidiir. (2,
R™ de sifirinci dereceden homojen olsun ve (4.27) ve (4.28) ifadelerini saglasin. Her

feLP(R")(1 <p<oo)igin

T4 f(x) = sup | To. f ()]

e>0

ifadesi T  nun

Q
To f () = / =)y, >0
ly|>e

ile tanimlanan 7Ty operatoriiniin maksimal singiiler integral operatorii olarak ad-

landirilir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)

Lemma 4.3.6 (Cotlar esitsizligi) C, Cy > 0 olacak sekilde iki sabit vardir 6yleki
M nin Hardy-Littlewood maksimal operatorii olmak tizere Vf € LP(R")(1 < p < o0)

ve z € R" icin
Ts5f(x) < CiM(Tof)(z) + CoM f(x) (4.32)
dir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)

Ispat. K.(z) = |2|"Q(2)X{jz|>) olsun. Kompakt destekli negatif olmayan ¢ €
§(R™) radyal fonksiyonu segelim 6yle ki supp(¢) C {x : |z| < 1} ve

/ o(x)dr =1

RTL

olsun. Genelligi kaybetmeden ¢(|x|) i |z| de azalan olarak almabilir. Boylece

lim K, xpo=Kxp

e—0
noktasal olarak saglanir.
Simdi ¢(x) = K x p(x) — Ky(z) oldugunu gosterecegiz. K —n. dereceden

homojen oldugu i¢in



ve

oldugunda ¢ > 0 icin

¢-(x) = p. x K(x) — K () (4.33)

saglanir. (4.33) den Vf € LP(R") i¢in

Toef(x) = Kex f(x) = (e * K) * f(2) — ¢ * f(2) (4.34)

dir. Diger yandan Vn > 0 ve x € R" i¢in,

(e y) * [ (@) = e (Ky x (@) = pe x (Tanf)(@).

olur. ¢.ecrq olsun. Boylece ¢.. K, n — 0 iken L? de ¢, K, ya yakinsar. (Teorem
4.3.3 in ispatindan goriilebilir.) Bu arada Tq,f, L™ da Tof ye yakinsamaktadir.
Boylece

(pe % K) * f(z) = @e  (Taf)(z)

dir. Bu formiil (4.34) ile birlikte

Toof(x) = e * (Taf)(x) — ¢z * f(z) (4.35)
y1 ifade eder. Ileride ¢ nin bir radyal integrallenebilir fonksiyon tarafindan dominant
olabilecegi gosterilecek. |z| < 1 oldugu zaman

o) = o % K (x) = / (e —y) — @)K (y)dy

Rn

dir. Unutmayalm ki; K (y) = |y|7"Q(y), ¢ € C5°(R™) ve suppp C {z : |z| < 1} dir.

Agikca ¢, |x| < 1 oldugu zaman simirhidir. |z| > 2 oldugunda

¢(r) = /K(w —y)e(y)dy — K(z)

— /[K(x —y) — K(2)]p(y)dy

R
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dar.

2z — y) — Q(x)]

|z —y|"

1 1
jz =yl ol

|K(z —y) = K(z) < +|(2)]

oldugu i¢in, Theorem 4.3.4 iin ispat1
1 —n 2
[K(z—y) = K(2)] < C || "wa 7

ifade eder. Boylece |z| > 2 oldugunda |¢(z)] < Ca| "wa ( 2) dir. Q (4.29)

||

durumunu sagladigi i¢in, ¢ nin minimum radikal baskin fonksiyonu

U(z) = sup [¢(y)]

ly=|z|
nin integrallenebilir olmasiyla ifade edilir. Boylece (4.35) ve Hardy-Littlewood mak-

simal operatoriin 6zelliklerinden C4, Cy > 0 varhigi elde edilir oyleki,

Tox* f(z) = sup |Ta.f(z)]

e>0

< sup e * (To f) ()| + Sup ¢ * f()]

< CYM(Tof)(x) + CoM f ()

dir. Bu da (4.32) i gerektirir. M ve Tg min her ikiside (p,p) tipinde operatorler

oldugu i¢in, (Teorem (1.1.1) ve Teorem 4.3.3 den goriiliir) 7§, (p, p) tipindendir. =

Teorem 4.3.7 Kabul edelim ki €, 0 dereceli ve (4.27) ve (4.28) sartlarini saglayan
bir homojen simirh fonksiyon olsun. Bu durumda 7, (p,p) (1 < p < o0) ve zayif

(1,1) tipindendir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)

Ispat. TS nin (1.1) zayif tipli operator oldugunu gostermek yeterlidir. Ispattaki
fikir Teorem 4.3.4 deki ile aymdir. Vf € L'(R") ve A > 0 igin Calderon-Zygmund

ayrigimi kullanirsak f = g+ b ve {6;} ortiigmeyen kiiplerin bir dizisi olur. Boylece

HxT&flf(x) >/\}‘ <

{x cTog(x) > %}’ +

{x : Tob(x) > %}‘ . (4.36)

llgl32 < CA||f]|r ve Tg (2.2) nin bir tipi oldugu igin

* A Y- 1
{o: Tag@) > 5}‘ < ON|Tagllze < OS]l
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dir. Simdi y; ile @; nin merkezi belirtilip ve d; ile de @; nin yan uzunlugunu

gosterilecektir. Boylece

Cy
B <Y 1S1=D Gl @yl < <211l
j j

bulunur. Bu da

{x :THb(x) > %}’ < |E|+

A
{x € E°: Tob(z) > 5)}‘ (4.37)
yi saglar. x € E° ve € > 0 oldugunda

Toabla) = 3 [ Kula - )by
J Q;

olur. @; nin agagidaki i¢ durumunu goz oniine alalim.

(i) Yy € Q; igin, |z —y| < ¢;
(i) Yy € Q; i¢in, |z —y| > ¢;

(iii) y € Q; nin varhginda, [z —y| =¢

dur.

Mk durum icin, K.(z —y) = 0. Béylece To.b(x) = 0 dir. Tkinci durum icin,

K.(x —y) = K(z — y), boylece
/ K.(x — y)by(y)dy| = / K(z — ) — K(z — y)]b;(y)dy
Q] J
< / K (x — ) — Kz — )by () dy]
Qj

dir. Uciincii durum olarak, z € E¢ C S¢ icin, S(wx,r), yarigapt r = Cye ve merkezi
x olan kapali bir kiire oldugu yerde, ); C S(z,r) olsun diye sadece n ye bagh iki

sabit C,, ve O, vardir. Eger y € Q; ise |z — y| > Cle dur. Béylece, y € Q; igin,

Qr — Yy ! \—n
e -l < P <ol
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dir. Bu yiizden

/ K.(z — y)bj(y)dy| < / K.z — 9)l1b(y)ldy

Q;NS(z,y)

<l [ Bo)ldy

S(x,r)
11 ]_
<0 [ Iy
5.
S(z,r)

olur. Tiim kiiplerin toplami alinarak

Tocb@)| < 3 [ 1Ko =) = Kla = )lsldy + 5o [ 1)l

7 S(z,r)

elde edilir. Boylece,

HOEDS / K (z —y) — K(z — y;)|[b()]dy + CMb(z).
i o,

olur. Bundan dolay1

{erc;Tﬂ,gb(x) > %}’ < {xEEC:Z/]K(:c—y)—K(a:—yj)Hb(y)\dy> 2}

7 Q;

+

{vep CMb(:c)%}'

dir. (4.25) ve Hardy-Littlewood maksimal operatoriin (1, 1) zayif sinirlihgidan
A }‘ C’

{x € E°: Tob(e) > 5§ < —Ifllw

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlik (4.36) ve (4.37) ile birlikte gosterirki 7¢ (1, 1) zayif

tipli operatordiir. [ ]

Sonug 4.3.8 Eger Q2 Teorem 4.3.7 deki sartlar saglarsa f € LP(R™) (1 < p < o0)

icin

e—0
dir. (Kufner, 2013)
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Ispat. f e LP(1 < p < 00) igin,
Af(z) = |limsup T, f(z) — liminf Tq . f(z)|, = € R",
e—0 e—0

olsun, boylece, Af(x) < 2T¢ f(z) olur. Keyfi 6 > 0 i¢in, f = g+ h, g € C°(R") ve
[|h]|, < 6 olsun. 2 (4.37) sartin saglar ve g kompakt destekli bir diizgiin fonksiyon-
dur. € — iken Ty g, Tag ye yakinsar. Bu yiizden Ag(z) = 0 dir. Boylece, 1 < p < 0o
i¢in
HACH)] e S {JAR)]|2r < 2A0][A]|r < 2A,0

dir. ¢ keyfi oldugundan, A(f)(z) = 0 dir. Ornegin 1 < p < oo i¢in z € R” dir.
Boylece, x € R" i¢in T . f () nin limiti vardir.

Ayrica p = 1 oldugunda, keyfi A > 0 igin

o AU > M < 22 nl) < 220

olur. Bu yiizden z € R" igin A(f)(z) = 0 dir. Béylece z € R" ve f € L*(R") igin

Ta.f(z) in limiti vardir.

Sonug 4.3.9 Eger 2 Teorem 4.3.7 deki gartlar saglarsa Tq (1, 1) zayif tipindendir.

(Lu, Ding ve Yan 2006)

n41
Uyar1 4.3.10 R; (j =1,2,...,n) Riesz déniistimleri C,, = F(L?H) oldugunda
T 2
Rf(e) =pa.C, [ s )y
Rn

elde edilir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)

Teorem 4.3.11 R;(j = 1,2,...,n) Riesz doniigiimleri (p,p) (1 < p < o0o) tipinden
ve (1,1) zayif tipindendir. H Hilbert doniisiimii bir Riesz doniigiimii oldugundan
1 r Y
Hf(z) :=pv.— Qdy

m T —y

—0o0

seklindedir. (Lu, Ding ve Yan, 2006)
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Teorem 4.3.12 H Hilbert operatorii (1,1) zayif tipli ve (p,p) (1 < p < 00) tipli

bir operatordiir. (Sadosky, 1979)

Uyar1 4.3.13 H* maksimal Hilbert doniisiimiinii agagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

fpn fl@—y)
H f(x)—igg Cn|Z ) dy

Rﬁuw:wpcn/lﬁgJW—yMyszLzmm>

e>0

ly|>e

oldugunda R} maksimal Riesz doniigiimiidiir.

Simdi Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriiniin agirlikli sinirliligi ve onun
maksimal operatorii hakkinda bilgi verelim. Ilk olarak kesin (sharp) maksimal

fonksiyonun tammini verelim. f € L} (R") olmak iizere, f in M*f(z) kesin maksi-

mal fonksiyonu,

1
MW@:%g@ZU@—MWL$GW

ile tanimlanir, burada supremum R”™ de x merkezli r kenarli Q(z, ) kiipleri tizerinden

alinir ve

1
m=@Zﬂwt

f nin @ tizerindeki ortalamasidir. Her a € C ve ) C R” i¢in
o [ 1) = folds < = [ 1£(@) — aldo +la = fol < i [ 1) = af
] e “le
Q Q Q
dir. (Sadosky, 1979)

Lemma 4.3.14 Kabul edelim ki 2, R™ de 0. dereceden homojen, sinirli bir fonksiyon

olsun ve (4.27) ve (4.28) ifadelerini saglasm. Bu durumda
M¥(Taf)(z) < C(n, s)(M|f[*)(z),x € R

esitsizligi saglanir. (Sadosky, 1979)
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