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OZET

Bu tezde, lineer ve lineer olmayan pek ¢ok tiirde adi ve kismi diferensiyel
denklemlere bagariyla uygulanmig bir analitik yaklagim teknigi olan varyasyonel
iterasyon metodu ele alinmigtir. Yontemle ilgili literatiir taranmig ve segilen bazi
caligmalar hakkinda agiklayici bilgiler verilmigtir. Ayrica metod cesitli 6rneklere
uygulanmig ve elde edilen sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan diferensiyel denklemler, baglangic deger
problemi, simir deger problemi, yaklagik analitik ¢ozlim, varyasyonel iterasyon
metodu.



ABSTRACT

In this thesis, variational iteration method, which is an analytic approxi-
mation technique that successfully applied various kinds of linear and nonlinear
ordinary and partial differential equations, were discussed. A literature review
was performed and descriptive information about some of these studies were given.
Besides, the method was applied to different examples and the obtained results
were compared with analytical solutions.

Keywords: Nonlinear differential equations, initial value problem, boundary
value problem, approximate analytic solution, variational iteration method.
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SEKILLER DIiZiNi

2.1 Fonksiyon, kii¢iik varyasyonu ve sinir kosullarini saglayan
degisim. . . . . . ...



1 GIRIS

Miihendislik ve fiziki bilimlerin bir¢ok alaninda ortaya cikan
problemlerin matematiksel modelleri, nonlineer diferensiyel denklem-
ler icerir. Bu sebeple nonlineer diferensiyel denklemlerin analitik veya
sayisal coziimlerinin elde edilebilmesi son derece 6nemlidir. Bu tiir
denklemlerin, cok sinirli sayida olanlar1 hari¢ biiyiik bir ¢ogunlugu-
nun analitik ¢oziimleri bulunamaz. Bu yiizden nonlineer denklem-
lerin ¢oziimleri sayisal yontemler ya da analitik yaklagim yontemleri
kullanilarak hesaplanabilmektedir.

Nonlineer problemlerin yaklagik c¢oziimlerini bulmak icin ¢ok
cesitli sayisal ve analitik yaklagim metodlar gelistirilmistir. Ancak
sayisal yontemler, genel ¢oziim hakkinda yeterli bilgi vermediginden
analitik yaklagim metodlar1 6n plana ¢ikmigtir. Bu metodlardan en
bilineni perturbasyon metodudur. Bu metod perturbasyon miktar:
olarak adlandirilan kii¢iik parametrelerin varligina dayanir. Ancak
pek cok nonlineer problem bu tiir parametreler icermez. Bu gibi du-
rumlarda Lyapunov yapay parametre yontemi ve d-agilim yontemi en
cok kullanilan yontemlerden bazilaridir.

Yukarida saydigimiz yontemlerde denklemlerin kiiciik paramet-
reler igermesi gerekmez. Bu yontemlerde denklemin farkli yerlerine
eklenen yapay parametreler kullanilir. Ancak bu parametreleri denk-
leme yerlegtirmek son derece teknik bir istir ve cogu zaman yakinsama
yavag olur ya da hi¢ yakinsama olmaz. Ayrica bu yontemler yakinsak-
lik araligin1 ayarlamaya izin vermez ve nonlineerlik giiclii ise yaklagim
bozulabilir.

Bu yontemler diginda, nonlineerlik giiclii de olsa yaklagik anali-
tik ¢oziim bulabilen bir bagka yontem daha vardir: Adomian ayristirma
yontemi. Coziime hizli yakinsayan bu yontem yaklagim fonksiyonlar:
olarak polinomlar: kullanir. Her tiirden probleme uygulanabilen bu
yontemin de bazi kisitlamalart mevcuttur. Bunlardan en Onemlisi



yakinsama araliginin darhgidir. Bunun sebebi olarak yaklagim fonksi-
yonlarinin polinomlar olmasi1 gosterilebilir.

He, 2000 yilinda gelistirdigi homotopi perturbasyon metodu ile
tiim bu giicliikleri ortadan kaldirmigtir. Bu yontem kullanilarak ¢ok
cesitli nonlineer problemlerin yaklagik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu
yontem topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopi kavrami-
n1 ve klasik perturbasyon metodunu kullanarak olusturulmustur. Bu
yontem de perturbasyon yontemleri gibi parametre icerir. Ancak bu
parametreyi denkleme yerlestirmek olusturulan homotopi sayesinde
son derece kolaydir. Gomiilii parametre denkleme yerlestirildikten
sonra klasik perturbasyon metodu kullanilarak yaklasik analitik ¢ozii-
me ulagilabilir.

Bu ¢aligmanin konusu olan varyasyonel iterasyon metodu ise ho-
motopi perturbasyon metodundan daha once geligtirilmis bir metot-
tur. Ayni homotopi perturbasyon metodunda oldugu gibi bu yontem
de 6nceki yontemlerin sahip oldugu kisitlamalari ortadan kaldirir. Her
tiirlii probleme uygulanabilir ve yaklagimi hizlidir. Diger tiim yontem-
lerin aksine uygulanacagi problemlerin kii¢iik parametreler icermesi ya
da disaridan eklenmesi gerekmez. Bu yontemde genel bir Lagrange
carpani ile olusturulan diizeltme fonksiyoneli kullanilir. Baslangig
kosullarindan yola cikarak siirekli yinelemeler sonucu yaklagik ana-
litik ¢oziim olugturulur.

Tezin ilk boliimii giristir. Ikinci boliimde, varyasyonel analiz
hakkinda cok temel bilgiler verilmistir. Uciincii boliim, varyasyonel
iterasyon metodunun teorik altyapisi hakkindadir. Yine ayni boliim
icerisinde literatiirde yer alan caligmalardan bazilarina kisaca deginil-
migtir. Doérdiincii boliimde ise ele alinan yontemin ¢ok ¢esitli prob-
lemlere uygulamalarina 6rnekler verilmigtir. Elde edilen sonuclar tezin
son boliimiinde degerlendirilmistir.



2 TEMEL BILGILER

Bu boliimde, varyasyonel iterasyon metodunun daha iyi an-
lagilabilmesi i¢in yontem igerisinde gecen bazi temel varyosyonel analiz
konularina kisaca deginilecektir.

Varyasyonel analiz basitce fonksiyoneller ile ilgilenir. Bir fonksi-
yonel kabaca bir fonksiyonun fonksiyonlar: olarak diigiiniilebilir. Orne-
gin;

Tly(x)] = / ly(@)Pde

bir fonksiyoneldir ve genellikle koseli parantezler ile gosterilir. Bir
fonksiyon sayilarin bir kiimesinden bir degere tanimlanan bir déniigiim-
ken, bir fonksiyonel fonksiyonlarin bir kiimesinden bir degere tanim-
lanan bir dontigiimdiir. Belirli integraller bir fonksiyonu bir degere
doniistiirdiigiinden fonksiyoneller genellikle integral icerir.

Varyasyonel analizin ¢alisma alanlarindan biri de bir fonksiyoneli
maksimize ya da minimize eden fonksiyonu belirlemektir. Varyasyonel
analizde siklikla kullamlan bir fonksiyonel y/(z) = Z—i olmak iizere

M) = [ Pl yta).y @) 21

bicimindedir. Amag bu fonksiyoneli

y(x1) = a, y(r2) = b

sinir kogullar altinda maksimize (yada minimize) eden y fonksiyonunu
bulmaktir.

Bir y fonksiyonu icin dy diferensiyeli, x degiskeni dx kadar
degigtiginde y fonksiyonunun ne kadar degigtigini gosterir. Eger x
degigskeni maksimum (ya da minimum) degerini aliyorsa degigim ol-
mayacagindan dy = 0 olacaktir.

Benzer sekilde I]y(z)] fonksiyoneli i¢in y fonksiyonu dy kadar



degistiginde I fonksiyonelinin ne kadar degistigi (varyasyonu) 1 ile
gosterilir. Bu degisim Sekil 2.1 de gorsellestirilmistir.
£-¥
y(x)
Sy(x) ‘:"';('Y) v B

Sekil 2.1: Fonksiyon, kiigiik varyasyonu ve siir kosullarini saglayan degigim.
Eger y fonksiyonu dy kiiciik, siirekli bir fonksiyon olmak iizere

y(r) = y(z) + dy(x)

kadar degigiyorsa, fonksiyonelin varyasyonu

ol = Iy(z)] — Iy(x)]
olacaktir. Burada amag 01 ifadesini elde etmektir.

Varsayalim ki (2.1) fonksiyoneli verilsin. 01 degerini bulmak
icin € sonsuz kiigiik bir deger ve ¢ keyfi siirekli bir fonksiyon olmak
uzere

oy(z) = ep()
varyasyonunu tanimlayalim. Buradan, I[y(z)] ifadesinin € cinsinden
Taylor acilimi kullanilarak

15 = [ " Fe,y(@) ed(a), o (@) e (2))d

2 , dF dF ,
= /x1 [F(m,y(w),y (x))—i—d—ye¢(:c)—|—d—y,6¢ (2)+O(x )] dx

— 1y +e [%wj—jﬁ'm] dr+0(?)

dy



elde edilir. Boylece

2 [dF dr’ ,
ol = e/xl [d_y¢(x>+d_g/¢ (x)] dx

[ [dF dr
- [ [Govtar G| e

sonucuna ulagilir. Ayrica kismi integrasyon uygulanarak

51 — e/ ‘;—gm)dazﬂ/“ L,

1

2 dF dF 2 2 d (dF
= e/m d—ygb(sc)da:Jre [d—y/gb(x)] —e/x . (d_y’) o(z)dz

1 1 1

elde edilir. Buradan sinir kogullar:

¢(x1) = ¢p(x2) =0

2 1dEF  d [(dF
‘”:6/9“ [@‘%(@)]M“

2 dF  d (dF
—/xl [d—y‘%(d—y/ﬂwdz

bulunur. Boylece eger y fonksiyonu I[y(x)] fonksiyonelinin maksi-
mumu (ya da minimumu) ise §/ = 0 olacaktir. Bu ise y fonksiyo-
nunun x € (x1, xr9) araliginda

dFF d (dF
2 (=) =0 (2.2)
dy dx \ dy

yardimiyla,

diferensiyel denklemini saglamasi ile miimkiindir. (2.2) denklemine
Fuler-Lagrange Denklem: denir.

Kullanimina ornek vermek amaciyla A ve B noktalarini bir-
lestiren en kisa yolu bulmaya calisalim. Acikca, bu yol iki noktay1
birlestiren bir dogrudur. Bu sonuca, varyasyonel analiz kullanarak u-
lagalim. A ve B noktalarini birlegtiren bir y egrisi alalim. Bu egrinin



uzunlugu

Iy = | f2F<x,y<x> ))dz = / VIt @Pds

olacaktir. I, y fonksiyonunun bir fonksiyonelidir ve I fonksiyonelinin
minimumu Euler-Lagrange denklemini saglamalidir. Ayrica, F' acikca

x ya da y ifadesine bagl olmadigindan
dF dF !
— =0 wve - = y(@)
dy dy 1+ [y (x)]?

olarak alinabilir. Boylece, Euler-Lagrange denklemi

_d y'(z) _
dx( 1+[y'<x>12> ’

olarak elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden ¢ keyfi bir sabit olmak
uzere

y'(r) =c

elde edilir ki bu y fonksiyonunun bir dogru oldugunu gosterir.

Varyasyonel analiz hakkinda daha ayrintili bilgi almak isteyen
okurlar i¢in [1,2| kaynaklarini 6nerebiliriz.



3 VARYASYONEL ITERASYON METODU

1978 yilinda, Inokuti ve arkadaslari, nonlineer denklemlerin ¢ozii-
mi i¢in genel bir Lagrange carpani metodu onermiglerdir [3]. Bu
metot, L lineer, N nonlineer operator olmak tizere

Lu+ Nu = f(z) (3.1)

genel nonlineer denkleminin xy noktasindaki degerini diizeltmek icin
up, Lu = 0 denkleminin ¢oziimii olmak iizere,

b
ue(o) = up(xp) +/ A (Lug(z) + Nug(x) — f) dx (3.2)

diizeltme formiiliinii yazabilecegimizi syler. Burada A genel Lagrange
carpanidir ve varyasyonel analiz yontemleri kullanilarak hesaplanabilir.
Varyasyonel iterasyon metodu, bu metodun He tarafindan geligti-
rilmesiyle elde edilmistir [4-10]. He, (3.2) denklemini, uy fonksiyonunu
ilk yaklagim olarak alarak

Upt1(x) = up(z) + /OI A (Luy(s) + Nuy(s) — f(s)) ds (3.3)

bigiminde bir iterasyon metoduna doniigtiirmiigtiir. Burada wu,, n.
yaklagik ¢oziim, w, ise kisitlanmig varyasyondur. Yani du, = 0 ola-
caktir. Ayrica (3.3) denklemine dizeltme fonksiyoneli adi verilir. Bu
fonksiyonele varyasyon uygularsak du,(0) = 0 olmak tizere

Oupi1(x) = dup(x) + 90 Ox Az, s) (Lup(s) + Nuy(s) — f(s)) ds
= du,(x) + /OI Oz, s) (Luy(s) — f(s))ds
=0

elde ederiz. Buradan, olusan Euler-Lagrange problemi ¢oziilerek Lag-
range ¢arpant A(x, s) belirlenir. Ardindan, baglangi¢ kogullarini sagla-
vacak gekilde bir ug ilk yaklagim fonksiyonu segilir ve bu degerler (3.3)



iterasyon formiiliinde yerlerine yazilarak u,, n = 1,2, ... yaklagimlari
bulunur. Sonug olarak ¢oziim u = lim, .U, ile verilir.

Metodun isleyigini anlayabilmek icin agagidaki lineer problemin
¢Oziimiini, varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak bulalim:

Ornek 3.1
u”" + u = cost
uw(0) =1,4/(0) =0

sabit katsayil lineer homojen olmayan baglangic deger problemini ele
alalim. Bu denkleme kargilik gelen diizeltme fonksiyoneli

Ups1(t) = up(t) + /0 Aty s) {u(s) + wy(s) — cos s} ds (3.4)

biciminde yazilabilir. Bu fonksiyoneli kararli yapmak i¢in varyasyon
uygulanirsa

Opy1(t) = du,(t) + (5/0 A(t,s) {u(s) — coss}ds

= Ju(t) + /O t { [(%A(t, s)] 5un(s)} ds

_ %w,s)aun(s) Ao (sl

_ <1 _ %A(t, s) S:t> Ot (t) + A(t, 8)|,—y Ous, (1)

n /0 t { {;—;)\(t, s)] 5un(8)} ds = 0

elde edilir. Buradan Euler-Lagrange denklemi

82
@)\(t, S) =0
ve baglangi¢ kosgullar:
0
)\(t, S)‘Szt = 0, 1— %)\Oﬁ, 8) =0

s=t



biciminde bulunur. Bu problem c¢oziilerek
At,s) =s—t

sonucuna ulagilir. Lagrange garpani (3.4) denkleminde yerine yazilarak
iterasyon formiilii,

Upi1(t) = up(t) + /0 (s —t){u(s) + up(s) —cosstds  (3.5)

olarak belirlenir. 1k yaklagim fonksiyonu a, b sabitler olmak iizere
up(t) = at+b

seklinde almabilir. Ilk yaklasim fonksiyonunun problemin baglangic
kosullarini saglamasi gerektiginden,

a=0,b=1
bulunur. O halde
UO(t) =1

olmahdir. Béylece (3.5) iterasyon formiiliinden ikinci yaklagim,
t
uy(t) = up(t) + / (s —t) {up(s) + up(s) — cos s} ds
0

:1+/Ot(s—t){1—coss}ds

—2— — —cost
5 COS

olarak elde edilir.

Uciincii yaklasim fonksiyonu wus, (3.5) iterasyon formiiliinde
fonksiyonunun yerine yazilmasiyla elde edilir. Ancak burada u; fonk-
siyonundaki cost ifadesi yerine x = 0 noktasi civarindaki seri acilimi-

nin ilk birka¢ terimini almak, sonraki hesaplamalar1 kolaylaylastira-
caktir. O halde,

12 2 h 46 A



alalim. Buradan hesaplamalara devam edilerek

t 16 18
H=1— — —
u(t) 24 T 720~ 20160
t 16 18
U3(t)_1——+

24 720 13440

sonucu elde edilir. Bu sonu¢ problemin analitik ¢oztimi olan
t .
u(t) = cost + 5 sint

fonksiyonunun seri aciliminin ilk dort terimiyle aynidir.

Metot, kullanicisini ilk yaklagim fonksiyonunu se¢mekte 6zgiir
birakir. Ornegin bu problemde ilk yaklasim olarak istersek problemin
homojen kisminin ¢oziimii olan

ugy(t) = cost

fonksiyonunu da alabiliriz. Bu durumda
t
ui(t) = uf(t) + / (s —t) {uy"(s) + uf(s) — cos s} ds
0

= cost — /Ot(s —t){cos s} ds

=cost —cost+1=1
olarak bulunur. Dikkat edilirse

ur(t) = uo(t)

olarak bulundu. Yani, ilk yaklagim fonksiyonunun bu se¢imi, sonuca
yaklagimi bir adim geciktirmis oldu. Ancak bu her problemde bdyle
olacagl anlamina gelmemelidir. Ilk yaklagim fonksiyonunun secimi,
yaklagimi olumlu olarak da etkileyebilir.

Ayrica varyasyonel iterasyon metodunun bagarisi, ug ilk yak-
lasim fonksiyonunun se¢imi kadar Lagrange carpaninin belirlenme-
sine de baghdir. Aslinda, Lagrange carpani, denklemde yer alan en

10



yiiksek mertebeli tiirev haric, diger tiim terimlere kisith varyasyon
uygulanarak genellenebilir. Bunun icin

dm
Cm—g—i—Lu—l—Nu:f(x)
diferensiyel denklemini ve y(k)(xo) =y, kK = 0,1,2,...,m genel

baslangi¢ kosullarini ele alalim. Buradan diizeltme fonksiyonelini

rale) = o)+ 2 (0 1 (5)  NE6) 1)) s

dx™

biciminde alirsak, varyasyon uygulandiginda

Sttps1(2) = Sun(x) + 0 /O A s) <dm—“> ds

dx™

olup; buradan Lagrange carpani

(il—_i):bﬁ (s =)™, m 21 (36)

olarak bulunabilir [11]. Dikkat edilirse yukaridaki 6rnekte m = 2
oldugundan Lagrange carpant A = s — x bulunmustur.

11



4 METODUN UYGULAMALARI

Bu boéliimde, varyasyonel iterasyon metodunu, bazi lineer ve
nonlineer adi ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak
icin nasil kullanilacagina, orneklerle deginecegiz.

Ornek 4.1
v —6u®+6=0
{u(O) =2, 4 (0)=0
sabit katsayili nonlineer homojen olmayan baglangi¢c deger problemini
ele alalim. Bu denkleme kargilik gelen diizeltme fonksiyoneli

t
Ups1(t) = up(t) + / A(t,s) {un(s) — 6t (s) + 6} ds (4.1)
0
bigiminde almirsa (3.6) esitliginden Lagrange garpani
At,s) =s—t

olarak bulunur. Lagrange garpani (4.1) denkleminde yerine yazilarak
iterasyon formiilii,

(1) = wn(£) + /0 (s— 1) {u(s) — 6ul(s) + 6} ds  (4.2)

olarak belirlenir. Ilk yaklagim fonksiyonu, a, b sabitler olmak fizere
yine
uo(t) = at +b

seklinde alinabilir. Ilk yaklagim fonksiyonunun problemin baslangic
kosullarini saglamasi gerektiginden

a=0,0=2

bulunur. O halde (4.2) iterasyon formiiliinden ikinci yaklagim,

uy(t) = up(t) + /0 (s —t) {ug(s) — 6ug(s) + 6} ds
:2—18/t(3—t)ds

= 2 + 9¢?

12



olarak elde edilir.

Uciincii yaklagim fonksiyonu us, (4.2) iterasyon formiiliinde u,
fonksiyonunun yerine yazilmasiyla

81
us(t) = 2 + 9t 4+ 18t* + Etﬁ

bi¢iminde elde edilir. Hesaplamalara devam edilerek

153 1458 1026
£) =2+ 92 + 18t + ——46 18 10
us(t) =2+ 987+ 186"+ —— "+ — 1" + —

sonucuna ulagilir. Bu problemin seri ¢oziimii ise
153 1674 12438
46 /8 410
* 35 * 175

bigimindedir. Metodu uygulamaya devam ettik¢e elde edilen sonuclar
analitik coziime yakinsayacaktir.

u(t) = 2+ 9% + 18t* + +O(t"?)

Metodun basaris1 Lagrange carpaninin se¢imiyle alakali oldugun-
dan, her problem i¢in (3.6) esitligini kullanmak dogru olmayabilir.
Ornegin;

2
() + 20l (0) + (1) = g(1)
genel Lane-Emden denklemi i¢in diizeltme fonksiyonelini

nld) = ) + [ X6 )+ 260+ Fls )~ 306)]

bi¢iminde alir ve varyasyon uygularsak

Oty 1(t) = dup(t) + (5/0t A(s) [ug(s) + gu;(s)} ds

elde ederiz ki bu,




olup buradan Euler-Lagrange denklemi ve yan kogullari

AN =0, 1—N(#)+ %)\(t) ~0

olarak bulunur. Boylece Lagrange carpani,

A(s):?—s

bi¢iminde hesaplanir.

Asgagidaki iki 6rnek bu Lagrange carpanimi kullanarak yaklasik
¢Oziimi hesaplama tizerinedir.

Ornek 4.2

w2 — (42 +6)u=0

u(0) =1,4'(0) =0
degisken katsayili lineer homojen baglangi¢ deger problemini ele alalim.
Bu denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli;

unH(t):un(t)—l—/O At s) {ug(s)+%u;(s)—(4t2 + 6)%} ds (4.3)

bi¢iminde alinirsa Lagrange carpaninin

2
)\(t,s):%—s

oldugunu daha o6nce hesaplamigtik. Lagrange carpani (4.3) denkle-
minde yerine yazilarak, iterasyon formiilii

S

un+1(t):un(t)—|—/0t [7—31 [ug(s)-l—%u;l(s)—(4t2 + 6)u, | ds (4.4)

olarak belirlenir. Ilk yaklagim fonksiyonunun, problemin baglangic
kogullarini saglamasi gerektiginden uy = 1 olarak alabiliriz. O halde
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(4.4) iterasyon formiiliinden ilk dort yaklagim;

t4
u1:1+t2+g
13 1
— 12 6 48
ur =LA o 105t T oo
tt 4 59
uz =1+1"+ = 4+ = + —t° + ——t"

2 31 105 11550
1+t2+t4+t6+t8+ A7 0
Uy = —+ =+ =+ == ce
! 2l " 31" 4l 5775

olarak elde edilir. Bu problemin analitik ¢oziimii ise
4 46 48 10
pu— p— 1 —_— —_— —_— —
u(t) =e +t+2!+3!+4.+5!+@(t)
bi¢gimindedir.
Ornek 4.3 .
u” + %u’ + (86“ +4e2) =0
u(0) =0, v (0)=0
denklemini, baglangic koguluyla birlikte goz oniine alalim. Bu denk-
leme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli;

st (F) = ()4 /O t)\(t, 5) {ug(s)+%u;(s)+ (8eﬂn+4e%") } ds (4.5)

bi¢iminde alinirsa Lagrange carpani yine

2
)\(t,s):%—s

olarak bulunur. Lagrange ¢arpani, (4.5) denkleminde yerine yazilarak
iterasyon formiilii,

82

un+1(t):un(t)+/0t [7—51 {ug(s)+%u;(s)+(86“"+4e?) ds (4.6)

olarak belirlenir. Ilk yaklasim fonksiyonunun problemin baslangic
kogullarini saglamasi gerektiginden uy = 0 olarak alabiliriz. O halde

15



(4.6) iterasyon formiiliinden ilk dort yaklagim

Uy = —2t2
Uy = —2t2 + t*
2
uz = —24° 4 t* — gtﬁ
2 1
— 22 ¢t — Zgb 4 248
Uy + 3 + 5

olarak elde edilir. Bu problemin analitik ¢oziimii ise

1 1 1
u(t) = —2In(1 + t2) =2 (tQ _ 5754 + §t6 _ Zt8 I O(t10)>

bi¢imindedir.
Ornek 4.4

Ut + Upger = 0, £ €R, >0,
u(z,0) = sin(x)

denklemini, baslangic koguluyla birlikte goz oniine alalim. Bu denk-
leme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli;

¢
Upt1(z,t) = up(z, t) + / Mug + Uy Fds (4.7)
0

bigiminde alinirsa, Lagrange ¢arpam (3.6) esitliginden
A=—1

olarak bulunur. Lagrange ¢arpani (4.7) denkleminde yerine yazilarak
iterasyon formiilii,

Upt1(x,t) = up(x,t) — /0 {ur + Ugpzer pds (4.8)
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olarak belirlenir. (4.8) iterasyon formiilii ve uy baglangi¢ tahmini kul-
lanilarak ilk dort yaklasim;

ui(x,t) = (1 —t)sin(x)

us(x,t) = (g —t+ 1) sin(x)

t
ug(z,t) = <_€ +5 - t+ 1) sin(z)

wg(z,t) = (t* — 465 + 1262 — 24t + 24) Sigf)
olarak elde edilir. Bu problemin analitik ¢éziimi ise
u(x,t) = e 'sin(z) = <1 —t+ ﬁ - ﬁ + ﬁ — (’)(tG)) sin(x)
2 6 24
bi¢imindedir.
Ornek 4.5

ut—umt—l—(“;) =0, —co<r<oo, t>0,
x
u(z,0) =x

problemini gz oniine alalim. Bu denkleme karsilik gelen diizeltme
fonksiyoneli;

t
Uns1(x, 1) = up(x,t) + / Mug — Ugyr + vty }ds (4.9)
0

bigiminde alinirsa, Lagrange ¢arpam (3.6) esitliginden
A=—1

olarak bulunur. Lagrange garpam (4.9) denkleminde yerine yazilarak
iterasyon formiilii,

¢
Upr1(x,t) = up(z,t) — / {uy — Uy + uuy tds (4.10)
0

17



olarak belirlenir. (4.10) iterasyon formiilii ve wuy baglangi¢ tahmini
kullanilarak ilk bes yaklagim;

ui(x,t) =x(1 —1t)

t3
us(x, t) =$<1—t+t2—§>

us(z,t) =z (1—t+¢* = >+t — > + O(9))
olarak elde edilir. Bu problemin analitik ¢oziimii ise
w(a t) = —— =x (1—t+£2— B4 — £ 4+ O(t9))
1+t
bi¢imindedir.
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5 LITERATURDE YER ALAN CALISMALAR

Literatiir tarandiginda, gelistirildigi tarihten bu yana pek cok
bilim insani tarafindan bu metotla ilgili yiizlerce yayin yapildigi goz-
lemlenmistir. Bu yayinlar icerisinden secilen bazi makaleler kronolojik
sirayla asagida verilmistir.

2000 yilinda He, metodu otonom adi diferensiyel denklem sis-
temlerine uygulamigtir [12].

Abdou ve Soliman, 2004 yilindaki ¢alismalarinda metodu, Burger
denklemini ¢6zmek i¢in kullanmiglardir [13].

Soliman 2005 yilinda yaptigl caligmada, metodu genellegtirilmis
diizenli uzun dalga denklemi icin yaklagik ¢oziim elde etmekte kullan-
mugtir [14].

Yine 2005 yilinda Abdou ve Soliman, birlegik Schrodinger-KdV,
genellestirilmig KdV ve sig su denklemleri gibi lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin ti¢ tipini ¢ézmek i¢in metodu uygulamiglardir

[15].

2006 yilinda Momani, sinir deger problemlerinin bir sinifi igin
bu metodu kullanmigtir [16].

Momani, 2006 yilinda yapmis oldugu bir diger calismasinda,
Helmholtz kismi diferensiyel denklemini ¢ozmek i¢in bu metodu uygu-
lamigtir [17].

Abassy, 2007 yilinda yayinlanan makalesinde, dogrusal olmayan
denklemlerin kapali sekildeki ¢oziimlerini elde etmek icin Laplace donii

simii ve Pade teknigini birlikte uygulayarak varyasyonel iterasyon
metodunu geligtirmistir [18].

Batiha, 2007 yilinda bu metodu Sine-Gordon denkleminin yak-
lagik analitik ¢oziimiini elde etmek amaciyla kullanmigtir [19].
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Yine Batiha, 2007 yilindaki bir bagka calismasinda bu metodu,
tekil davranig gosteren 1s1 ve dalga-benzeri denklemlerin analitik ¢o-
ziimlerini elde etmek i¢in kullanmigtir [20].

Biazar, 2007 yilinda yayinladigi makalesinde, metodu degigken
katsayili dordiincii mertebeden parabolik kismi diferensiyel denklem-
lere uygulamigtir [21].

He'nin 2007 yilindaki caligmasi, varyasyonel iterasyon meto-
dunun konseptlerine sade bir girig niteligindedir. Ilk olarak Lagrange
carpanini, sinirlandirilmis varyasyonu, diizeltme fonksiyoneli gibi var-
yasyonel iterasyon metodundaki ana konseptleri sezgisel olarak acik-
lamigtir [22].

Ozis, 2007 yilinda yapmis oldugu calismasinda, bir u3 kuvvetin-
deki osilatorlerin periyodik ¢oziimlerini belirlemek i¢in metodu kullan-
migtir [23].

2007 yilinda Sweilam, lineer olmayan kiibik Schrodinger denk-
lemini ¢ozmek igin bu metottan yararlanmigtir [24].

Tari, 2007 yilinda diizeltme fonksiyoneline bazi bilinmeyen para-
metreler ekleyerek yeni bir modifiye edilmig varyasyonel iterasyon
metodu sunmustur [25].

Tatari 2007 yilinda yayimlanan makalesinde, bu metodu ikinci
mertebeden baglangig deger problemlerini ¢ézmede kullanmigtir [26].

Wang, 2007 yilinda integro-diferensiyel denklemleri ¢ozmek igin
metottan yararlanmigtir [27].

2007 yilinda Wazwaz, metodu iiclincii mertebeden nonlineer
Blasius denkleminin iki gekline uygulamigtir [28].

Wazwaz 2007 yilinda yaptigi bir diger ¢aligmada, varyasyonel
iterasyon metodunu lineer ve nonlineer kismi diferensiyel denklem sis-
temlerinin ¢oztimiinde bu metoda yer vermigtir [29].
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Yine Wazwaz, ayni yil Dirichlet ve Neumann sinir kogullarina
sahip Laplace denkleminin analitik uygulamasi i¢in bu metoda bagvur-
mustur [30].

Wazwaz'in 2008 yili calismasi, metodu kullanarak lineer ve non-
lineer Schrodinger denklemlerinin tam ¢oziimlerini elde etmek {izeri-

nedir [32].

Dehghan 2008 yilinda, Cauchy reaksiyon-difiizyon probleminin
¢Oztimiinii bu metodu kullanarak gostermistir [33].

2008 yilinda Inc, K (m,p, 1) tiirii nonlineer, ayrik denklemlerin
¢Oztimiinii yaklagik olarak hesaplamak i¢in metodu uygulamigtir [34].

Odibat, 2008 yili calismasinda nonlineer ayrik denklemlerin ¢o-
ziimlerini olugturmak igin bu metodu kullanmigtir [35].

Ali, 2009 yilinda yayinladigi calismasinda varyasyonel iterasyon
metodunu kullanarak degisken katsayili, farkli boyutlardaki kismi dife-
rensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini vermigtir [36].

2009 yilinda Altintan, metodu lineer Sturm-Liouville 6zdegerine
ve siir deger problemlerine uygulamigtir [37].

2009 yilinda Geng, Riccati diferensiyel denklemleri i¢in modifiye
edilmis bir varyasyonel iterasyon metodu sunmustur [38].

Ayni y1l Ghorbani, varyasyonel iterasyon metodunun bagka bir
modifikasyonunu sunmusgtuir [39].

2009 yilinda Petkovig, bu metodun aslinda 1870’de Schroder’in
verdigi metot ile ayni oldugunu gostermistir [40].

2009 y1ilinda yapmig oldugu bir caligmada Yildirim, Lane-Emden
tiirti tekil baglangic deger problemlerinin bir siifinin yaklagik-tam
¢oziimlerini metodu kullanarak sunmugtur [41].

Yine Biazar, 2010 yili ¢aligmasinda lineer ve nonlineer Fokker-
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Planck denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmek i¢in varyasyonel ite-
rasyon metodunu kullanmigtir [42].

Ghaorbani, 2010 yilinda yayinladigi bir makalesinde Riccati denk-
lemlerinin ¢oziimlerine ulagmak i¢in metottan yararlanmigtir [43].

Yine 2010 yilinda Odibat, metodun yakinsakligi iizerine bir calig-
ma gergeklegtirmigtir [12].

Soltani, 2010 yili ¢alismasinda, Lagrange carpaninin etkili bir
sekilde bulunabilmesi icin lineer operatorleri secmede ¢ok biiyiik olciide
serbestlik taniyan yeni bir varyasyonel iterasyon algoritmasi sunmus-
tur [44].
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6 SONUC VE ONERILER

Bu tezin konusu olan varyasyonel iterasyon metodu ile ilgili lite-
ratiirde yer alan ¢aligmalar incelendiginde, asagidaki sonuclara ulagil-
migtir:

e Metodun, problemin fiziksel davraniglarini degistirecek herhangi
bir kisitlayict varsayim ya da doniisiim uygulamadigi tespit edil-
migtir.

e Metodun yaklagik ¢oziimii, hizli yakinsayan iterasyonlar ile hesap-
lamaya olanak sagladigl goriilmiistiir.

e Metodun diger yaklagim yontemlerine nazaran, daha az hesapla-
ma gerektirdigi tespit edilmistir.

e Metod, analitik ¢ozlimii olmayan problemlerde, sadece birkag ite-
rasyon sonucu yaklagik ¢oziime yakinsayabilmektedir.

e Nonlineerligi kuvvetli olan problemlerin yaklagik ¢oziimleri i¢in
daha fazla sayida iterasyon gerektigi belirlenmistir.

Elde edilen sonuglar 1g1ginda metodun, her tiirden lineer ya da
nonlineer probleme uygulanabilecegi sdylenebilir. Coziimlerin yakin-
samasi, baglangic yaklagiminin ve Lagrange carpaninin iyi tespit edil-
mesiyle alakalidir. Metodun literartiirde yer alan birka¢ modifikasyo-
nu mevcuttur. Ancak metodun yakinsama hizini arttiracak daha iyi
modifikasyonlar1 geligtirilebilir.
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