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OZET
G = (V, E) bir graph olmak tizere,

d(v;) ; 1=7ise
LG) =< —1 ; i#jvev; ~vj ise
0 ; diger durumlarda

bigiminde tanimh L{G) matrisine graphin Laplacian matrisi denir. Bir graphin
Laplacian matrisinin en biiyiik 6zdegerine Laplacian spectral yaricap denir.

Bu ¢aligmada bir G' graphinin Laplacian matrisinin 6zdegerleri i¢in matris
normlar: yardimiyla alt ve iist sinirlar bulunmaya calisilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Graph, Laplacian matris, Laplacian spektral yaricap,
Hadamard ¢arpim, matris normu



ABSTRACT

Let G = (V, E) be a graph. The L(G) matrix is defined

d(v;) 5 ifi=
LG)=<¢ -1 ; ifi#jandv; ~v;
0 ; if otherwise

The largest eigenvalue of Laplacian matrix is called Laplacian spectral radius.
In this study, we found bounds for eigenvalues of Laplacian spectral radius
using matrix norms.

Keywords: Graph, Laplacian matrix, Laplacian spectral radius, Hadamard
product, matrix norms.
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TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca oldugu gibi tez calismalarimin da her
asamasinda her tiirlii destegini ve emegini esirgemeyen; degerli zamanini bana
ayirarak engin bilgisinden ve hoggoriisiinden istifade ettigim, sonsuz anlayig ve
ilgiyle tezimin ortaya c¢ikmasima yardimci olan saygideger hocam Yrd. Doc.
Dr. Serife BUYUKKOSE’ye ve Ahi Evran Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii hocalarina minnettarligimi sunarim.

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca destegini eksik etmeyen ¢ok degerli egsim
Hava SEZGIN’e cocuklarim Emine Irem SEZGIN ve Elif Ceren SEZGIN’e de
tesekkiirlerimi sunarim.
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1 GIRIS

Graphlarin 6zdegerlerinin ¢aligilmasi, matematigin diger alan-
lar1 ile baglantilar olusturur. Ozellikle spekral graph teorisi ve diferen-
siyel geometri arasinda iligki vardir. Kimyada; 6zdegerler molekiillerin
kararliligi ile birlegtirilebilir. Bunun yani sira graph, teorik olarak fizik
ve quantum mekaniginin cesitli problemini de oraya cikarir. Bizim
amacimiz bir basit graphin Laplacian matrisinin spektral yaricapi
icin normlar yardimiyla sinirlar bulmak ve bulunan sinirlarin simdiye
kadar bulunan sinirlar ile kiyaslamasini yapmaktir.

Laplacian spektral yaricapla ilgili bulunan pek cok sinir vardir.
Fakat sinirlarin hicbiri norma bagl degildir. Bu caligmada bulunan
sinirlar; Laplacian matrisin Hadamard carpimi seklinde yazilmasi ve
normlardan yararlanilmas: agisindan onem arzetmektedir.



2 ON BILGILER

2.1 GRAPH KAVRAMI

Tanim 2.1 V, noktalar kiimesi ve E, kenarlar kiimesi olmak iizere
G = (V, E) yapisina graph denir.

Bir graphta bir v noktasindan c¢ikan kenar sayisina v nok-
tasinin derecesi denir ve d(v) ile gosterilir.

2.1.1 Yollar ve Baglantililik

G deki bir yiiriime(walk) W ile gosterilir.
W = Vp€1U1€E2V9 . . . ELVE

sonlu sayida elemanlar: noktalar ve kenarlar olan bir dizidir. Burada
e; kenari, v;_q ile v; noktalarini birlestiren kenardair.

e
*»

Bu yiiriimeyi kisaca
W = vpeqvieavs . . . epvr = (Vo, Uk)

seklinde gosterebiliriz. vy’a baglangic noktasi, vi’ya bitis noktasi ve
diger noktalara da i¢ noktalar denir. W yiirtimesine £ uzunlugunda
bir yiirime de denir.

Eger W = vge1vr...epvp ve W' = wvpepi1vpy1 ... e birer
yiriime (walk) ise wvgeg...eqvg yiriimesi W 'nin ters ¢evrilmesiyle



elde edilen bir yiiriimedir ve W1 ile gosterilir. vgeiv; . . . ey yiiriimesi
W ile W’ niin v, da baglanmasi ile elde edilir ve WW ile gosterilir.

J < k olmak iizere vpeqvy ...e;v; yirtimesine W 'nin bir alt
yirtimesi denir ve bazen ¢ < j < k olmak lizere vie; 11041 ...¢€;v;
seklinde olabilir. Buna da W "nin (v;,v;) kisitlanis: denir.

Basit bir graphta bir yiirtime kenarlar atilarak sadece noktalarla

gosterilir.
W = uavfygvb
T = ueydxcw
Eger bir W yiiriiyiisiinde ey, eo, ..., e, farkli kenarlar ise bu

yiriimeye trail (patika, iz, yol) denir. Buna ek olarak W yiiriimesinde
noktalar da farkli ise bu yiiriimeye path (yol) adi verilir.

G graphimin u ve v noktalar: arasinda bir (u, v) yolu varsa u ve
v noktalarina baglantilidir denir.

V' ’nin bir bog olmayan alt kiimelerini Vi, V5, ..., V,, parcalanisi
vardir ki; u ile v gibi iki noktanin baglantili olmas:i icin gerek ve
yeter sart u ile v 'nin her ikisinin de ayni V; kiimesine ait olmasidir.
G|, G[Val, ..., G[V,] alt graphlar1 G 'nin komponentleri olarak ad-
landirilir. Eger G tam olarak bir tek komponenti varsa baglantilidir,
diger durumda G baglantili degildir.

N \/.<~

3 komponentli

Baglantih graph baglantih olmayan graph



Ornegin;
V={1,2,345,6}, F={(1,2),(1,3),(1,5),(2,3),(3,1),(3,4),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6) }
olan bir G = (V| F) graphi agagidaki gibidir.

Sekil 2.1: Graph

1 ve 2’yi birlestiren kenar oldugundan 1 ~ 2 yazilabilir. 1 ile
baglantili(komgu) kenar sayisi 3 oldugundan d(1) = 3 olur.

Tanim 2.2 Baslangic ve bitig noktalar: ayni olan kenarlara dongti
denir.

dongii noktas:

Sekil 2.2: Dongii noktas: iceren graph

Tanim 2.3 Graphta bir bagka nokta ile baglantis1 ve kenari olmayan
noktalara izole nokta denir.
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5 .
izole nokta

Sekil 2.3: Izole nokta iceren graph

2.2 BAZI OZEL GRAPHLAR

Tanim 2.4 Herbir kenar1 bir tek yonle belirtilen grapha yonlii (di-
rected) graph denir.

2
G graphi1 12 kenarina sahip fakat
21 kenarina sahip degildir.

1 < 3

Sekil 2.4: Yonli Graph

Tanim 2.5 Yonsiiz ve dongii icermeyen graphlara basit graph denir.

Sekil 2.5: Basit Graph



Tanim 2.6 Her noktasi diger noktalara bir kenar ile bagh olan graphlara
tam graph denir ve n noktali bir tam graph K, seklinde gosterilir.

Sekil 2.6: K5 Tam Graphi

Tamim 2.7 (iki Pargali Tam Graph (K,,.,,)): G = (V, E) graphi-
nin kiimesi bir kenari birbirine baglayan iki nokta farkli alt kiimelerin
elemani olacak sekilde m ve n elemanh V; ve V5 gibi iki alt kiimeye
ayrilabilirse G' graphina K, ,, iki parcal graphi denir.

(=)

G graph

Sekil 2.7: Ky 3 Tam Graphi

Tanim 2.8 ki parcali tam graphlarda m = 1 ise; bu graphlara star
(yildiz) graph denir.



Kis

Sekil 2.8: Star(yildiz) Graph

Tanim 2.9 ki noktas: arasinda tek bir yol olan graphlara aga¢ graph
denir.

4 :

L

1 2

Sekil 2.9: Aga¢ Graph

Tanim 2.10 Biitiin noktalarinin dereceleri ayni olan graphlara regtler
(diizenli) graph denir.

4

Sekil 2.10: Regiiler(diizenli) Graph



2.3 GRAPH ILE ILGILI BAZI MATRISLER

Tanim 2.11 (Komsuluk Matrisi) G = (V, E) graphinda iki nok-
tay1 baglayan bir kenar varsa bu iki noktaya komsu denir ve ¢ ~ j
ile gosterilir. Bir graphin komguluk matrisi ise A(G) ile gosterilir ve

1 e~y ise
AG) = { 0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Komguluk matrisinde herbir satirin toplami o noktanin dere-
cesini verir. Ayrica komguluk matrisi simetriktir.
Ornegin;

G = (V, F) graphi agagidaki gibidir.

[

Bu graphin komsuluk matrisi ise,

011117
10110
AG)=1]11000
11000
10000 |

olarak bulunur.



Tamm 2.12 (Derece Matrisi) G graphinda herbir noktanin dere-
celerinin,

D = kés(d(v1),d(ve), ... ,d(v,))
seklinde yazilmasiyla olugan bir kdsegen matristir.

i Jdw) s i=g ise
D(G) = [d”] - { 0 ; diger durumlarda

Tanim 2.13 (Laplacian Matris) G = (V, E) graphinin Laplacian
matrisi soyle tanimlanir.

d(vy) ; i=7 ise
L(G) =< —1 ;i jvev; ~wjise
0 ; diger durumlarda

Laplacian matrisin satir ve siitun toplami 0 'dir. Laplacian mat-
risi simetrik bir matristir. Laplacian matris

Ornegin;
G = (V, E) graphim goézoniine alalim.

(3]

G = (V, E) graphinin Laplacian matrisi,



4 -1 -1 -1 —1T7
~1 3 —-1-10
L@ =|-1-12 0 0
~1-10 2 0
-1 0 0 0 1

olarak bulunur.

Tanim 2.14 A(G) komsuluk matrisinin en biiyiik 6zdegerine spek-
tral yarigap denir ve \(G) seklinde gosterilir.

Agagidaki gekilde verilen G = (V, F') graphini gozoniine alalim.

Sekil 2.11: 6 noktali graph 6rnegi

G graphinin komsguluk matrisi;

0101117
101101
010010
110000
101000

1110000

seklindedir. Ozdegerleri \j = —2, Ao = —1.7, A3 = —0.32, \y = 0.27,
A5 = 0.8, ¢ = 2.9 ve en biiyiik 6zdegeri olan spektral yaricapi
A= Xg = 2.9 dir.

AG) =

10



Tanim 2.15 L(G) Laplacian matrisin en bilyiik 6zdegerine Lapla-
cian spektral yarigap denir ve u(G) seklinde gosterilir.

Yukarida gekil 2.11 deki G = (V, E) graphini ele alahm. Bu
graphin Laplacian matrisi;

4 -1 0 —1 -1 —17
~1 4 —-1-10 -1
0 -1 2 0 —10
~1-10 2 0 0
~10 -10 2 0
| -1-10 0 0 2 |

L(G) =

seklindedir.Bu matrisin 6zdegerleri uy = 0.49, pus = 1.26, pus = 2,
py = 2.58, us = 4.73, ug = 5.41 ve Laplacian spektral yaricapi ise
1w = pg = 5.41 ’dir. Maple 6 'da Ozdeger hesab1 ayrintili olarak Ek
A’da verilmigtir.

2.4 BAZI CEBIRSEL YAPILAR

Tanim 2.16 A bogtan farkli bir kiime olmak lizere x : A x A — A
dontigiimiine A da bir ikili islem ve tizerinde ikili islemin tanimlandig:
bu A kiimesine de cebirsel yapi denir ve (A, %) ile gosterilir.

Tanim 2.17 (Grup) (G, *) bir cebirsel yap1 olsun. Eger agagidaki
sartlar saglanirsa G ’ye (* iglemine gore) grup denir.

G1) Ya,b € G igin a x b € G (Kapalilik 6zelligi)

Gs) Ya,b,c € G igin a * (b* c) = (a * b) * ¢ (Birlegme ozelligi)

G3) Va € G igin a x e = e x a = a olacak gekilde vardir. (Birim
elemanin varligi)

G4) Ya € G igin a * ' = d’ x a = e olacak gekilde bir o’ € G vardir.
(Ters elemanin varligr)

11



Tanim 2.18 (G, *) grubundaki * iglemi degigmeli ise, yani
Va,b € G igin a*b = b* a oluyorsa bu gruba degismeli(Abel) grup
denir. Ornegin; (Z,+) degismeli gruptur.

Tamm 2.19 (Halka) H bos olmayan bir kiime ve H da toplama
(4) ve garpma (.) denilen iki tane ikili iglem tanimlanmig olsun. Eger
(H,+,.) cebirsel yapis1 agagidaki sartlar sagliyorsa bu cebirsel yapiya
halka denir.

Hy) (H,+) degismeli bir gruptur.

Hy) (H,+,.) daki ¢arpma iglemi birlesme 6zelligine sahiptir. Yani
Va,b,c € H i¢in a.(b.c) = (a.b).c dir.

Hs) (H,+,.) cebirsel yapisi ¢garpma iglemine gore kapahdir. Yani
VYa,b € H i¢in a.b € H dir.

H,) (H,+,.) daki garpma, toplama {izerinde sagdan ve soldan dagilma
ozelligine sahiptir. Yani Va, b, c € H i¢in a.(b+¢) = a.b+ a.c ve
(@ +b).c=a.c+b.cdir.

Tanim 2.20 (H,+,.) halkasi eger ¢arpma iglemine gore birime sahip
ise, yani Va € H i¢in a.1y = 1y.a = a olacak sekilde H da 1p ile
gosterilen bir eleman varsa o zaman (H, +,.) halkasina birimli halka,
denir.

Tanim 2.21 (H,+,.) halkas1 eger ¢arpma iglemine gore degigmeli ise,
yani VYa,b € H igin a.b = b.a oluyorsa, (H, +,.) halkasina degismeli
halka denir. Ornegin; (Z, +,.) birimli ve degismeli bir halkadur.

Tanim 2.22 (Cisim) Birimli ve degigmeli bir halkanin sifirdan farkl
her elemaninin tersi meveutsa bu halkaya cisim denir. Ornegin; (R, 4+, .)
cisimdir.

12



2.5 MATRIS NORMU

F bir cisim ve a;; € F olmak iizere A = (ajj)mx, matrisinin
normu matrisin elemanlarinin mutlak degerleri alinarak cesitli sekillerde

ifade edilebilir.

Matris normlarini aksiyomlara bagl olarak asagidaki gibi tanim-
layabiliriz.

Tanim 2.23 [13] M, (F) n x n matrislerinin kiimesini gostermek
lzere,

My : M,(F) > R"

seklinde tanimlanan doniigiim asagidaki sartlari saglarsa o zaman bu
doniigiime matris normu denir ve normu A € M,,(F) igin
My (A) = ||A]| seklinde gosterilir.
i) Ae M,(F)igin A#0ise [|[A]| >0ve A=0 < ||A|| =0 dir.
it) Ae M,(F)ve ae Fign ||adA] = |a|||A] dir.

iti) A, B € M,(F) i¢in ||[A+ B|| < ||A|| + || B|| dur.
iv) A, B € M,(F) i¢in ||AB|| < ||A||||B]| dir.

Eger sadece 1, 72 ve 111 aksiyomlari saglanirsa, o zaman bu norma
genellegtirilmis matris normu denir. Eger 4, ¢ 2 ve v aksiyomlarinin
hepsi birden saglanirsa buna da matris normu denir. Bu tamim ayni
zamanda m X n dikdortgen matrisler icin de gecerlidir.

2.5.1 Bazi Ozel Normlar

A = [aij]; m x n tipinde bir matris olmak iizere A matrisinin
bazi normlari goyle tanimlanabilir.

13



£, normu:

n

IAM<§:X:%7> (1<p <o) (2.1)

=1 j5=1
p =00 almirsa,

1Alloe = lim [[A][, = maxay| (22)
n—00 1

7,

Frobenius(Euclide Normu):

|A2=<Z: auﬁ (2:3)

=1 j=

[ NI

Spektral norm:
|Alls = , /max |\ (2.4)

1<i<n

dir. Burada )\;, A” A matrisinin 6zdegerleridir, A7 ise A nin eslenik

transpoze matrisidir. L Laplacian matrisi reel simetrik oldugundan
|A||L = max|A| dir.

Satir uzunluk normu:

r(A) = max Z |ai;|? (2.5)

J

Stuitun uzunluk normu:

cm@:@g/Z]%P (2.6)

14



dir.

Normlar arasindaki bagintiy1
1
—||Alls < |Alls < ||A 2.7
—=lAllz < l[Alls < [[A]l2 (2.7)

seklinde ifade edebiliriz.

2.6 HADAMARD CARPIMI

Tanim 2.24 [8] A = [a;;] ve B = [b;] , m x n tipinde iki mat-
ris olmak iizere bu matrislerin Hadamard carpimlar1 A o B seklinde
gosterilir ve

Ao B = (aijbij) (28)

mxn

seklinde ifade edilir.

Ornek:
2 31 341
A= 14 1 2 ve B=|502
5 —10 356

matrislerinin Hadamard carpimi

6 121
AoB =120 0 4
15 5 0
olarak bulunur.

Hadamard carpimina genellikle Schur carpimi da denir ve bu
carpim degigmelidir. Hadamard carpimi daha ziyade matris teoride
pozitif yari definit matrisler icin kullanilir. Yine pozitif yari definit

15



maftrisler ve negatif olmayan reel sayilar arasindaki bir benzerligi or-
taya koyar.

2.7 MATRIS OZDEGERI

Bazi gartlar altinda A bir n X n kare matris ve x # 0 bir n X 1
stitun vektorii olmak tizere, eger Az garpimi Az geklinde (A, herhangi
bir skaler) yazilabilirse, o taktirde cebirde dikkate deger bir basitlik
s0z konusu olacaktir. Buna gore A = (a;j)nx, matrisi ile z, n x 1
vektoriiniin carpimi sonucunda elde edilen vektoriin orjinal vektore
paralel oldugunu kabul edelim. Yani

Ar = Mz
olsun. Ax = Ax denklemini I, n x n birim matris olmak {izere
(A=X)z =0

seklinde yazilabilir. Halbuki (A — Al)xz = 0 denklemi n bilinmeyenli,

n denklemden ibaret bir homojen lineer denklem sistemidir. Diger

taraftan bir homojen lineer denklem sisteminin agikar olmayan ¢oziimii-
niin olmas icin katsayilar matrisinin tekil olmasi gerekir. Bundan

dolay1 (A — AI)z = 0 denklem sisteminin agikar olmayan ¢oziimii

det(A— ) =|A— | =0

olmasi halinde mevcuttur. det(A — AI) = |A — AI| = 0 ifadesini
asagidaki gibi acik sekilde yazabiliriz:

air — A aip - Ain
a Asg — A -+ a
det(A—X)=| -+ "2 77 =0
anl Ano oo. Qppy — A

det(A—AI) 'min hesaplanmasi sonucunda A 'ya bagh n-inci dereceden
monik bir polinom elde edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik

16



polinomu denir ve K 4(\) seklinde gosterilir. Yani,
K4(X\) = det(A — AI)

dir.  Ayrica K4(A) = 0 denklemine de A matrisinin karakteristik
denklemi denir. Bu karakteristik denklemin koklerine A matrisinin
dzdegerleri (ya da karakteristik degerleri) denir. Hemen hatirlatalim
ki; K4(A) = 0 n-inci dereceden bir denklem oldugundan cebirin esas
teoreminden tam olarak n tane koke sahiptir. Bu koklerin hepsinin
farkl olmasi gerekmez.

17



3 GRAPHIN SPEKTAL YARICAPI ILE ILGILI BAZI
SINIRLAR

G = (V, E) graphinda m kenar, n nokta, ¢ minimum derece, A
maksimum derece olmak tizere; agsagidaki ifadeler gecerlidir.

Lemma 3.1 [16] G; n noktali m kenarli graph olsun. Bu takdirde,

W(@) < S+ f2m+ (3.1)

dir ve egitligin olmasi i¢in ancak ve ancak G 'nin bir komponentinde
herbir nokta ya o dereceli ya da biitiin diger noktalara komsu olacak
ve biitiin diger komponentleri ¢ dereceli regiiler olmasidir.

Lemma 3.2 [16] G; n noktali m kenarli baglantili bir graph olsun.
Eger G 'nin izole noktasi yoksa o zaman,

w(G) <V2m-—-n+1 (3.2)

dir. Burada esitligin olmasi i¢in ancak ve ancak G 'nin bir komponen-
tinin m kenarh bir tam graph olmasi ve diger biitiin komponentlerinin
izole noktalar olmasidir.

Teorem 3.3 [16] G graphinin noktalarmin derece dizisi sirasiyla
(dy,ds, ... dy) dirve A=dy >dy > ... >d, =0 > 1 geklindedir.
Bu takdirde,

p(G) <dy+ 1t ildm Cd) (dn - %) (33)

dir. Egitlik; ancak ve ancak G 'nin en az iki parcali komponente sahip
bir regiiler graph olmasi ya da bir star graph ve (miimkiinse) Kj’lerin
ayrik birlesimi olmasi durumunda miimkiindiir.

18



Teorem 3.4 [10] G; n noktali m kenarh basit bir graph olsun. G
‘nin minimum ve maksimum dereceleri, sirasiyla, o ve A olsun. G
‘nin Laplacian matrisinin en biiyiik 6zdegeri p(G) olmak tizere,

(A+6—1)+/(A+5—1)2+4(dm —26(n — 1))
2

1(G) < (3.4)

dir. Ayrica eger G baglantili ise o halde esitligin saglanmasi i¢in ancak
ve ancak G regiiler ve iki parcali graph olmalidir.

Teorem 3.5 [11] G = (V, E) bir graph ve u(G), G 'nin Laplacian
matrisinin en biiyiik 6zdegeri olmak fizere,

(SIS

u(G) < V2max | d(v)* + ) d(u) (3.5)

u,veEF

dir. Ayrica, eger G baglantili ise o halde egitligin saglanmasi i¢in
ancak ve ancak G iki parcall ve V v € V ic¢in d(v)* + >, cpd(u)
aynidir.

Sonug 3.6 [11] G; n noktali m kenarli ve izole noktasi olmayan bir
graph olsun. A = A(G) ve § = 0(G) de sirasiyla minimum ve mak-
simum dereceler olmak tizere G 'nin Laplacian matrisinin en biiyiik
ozdegeri p(G) igin bir st smur,

=

w(G) < [2A% + 4m — 26(n — 1) 4+ 2A(5 — 1)] (3.6)

dir. Ustelik G baglantili ise bu takdirde; esitligin olmasi icin gerek ve
yeter sart G regiiler iki parcali bir graph, ozellikle G iki parcali ise,

N[ =

(G > [20% +4m — 2A(n — 1) + 26(A — 1)] (3.7)

dir. Ustelik G baglantil ise esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart
G 'nin regiiler olmasidir.
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Teorem 3.7 [11] G; n noktali m kenarh ve iki parcali bir graph
A = A(G) ve § = 6(G) de srasiyla minimum ve maksimum dere-
celeri olmak {izere G ’'nin Laplacian matrisinin en biiyiik 6zdegeri
p(G) igin bir st s,

u(G)§{A—|—5—1—[(A+5—1)2+8(2m—An+A)]%}/2 (3.8)
ve ya

{A+6—14[(A+6—1)2+802m— An+ A)]2}/2

<@ <{A+5—1+[(A+6—12+802m—on+0)]2}/2 (3.9

dir. Burada G baglantili ise 3.8 i¢in kesin iist sinir ve G regiiler ise
3.9 de esitlik vardir.

Teorem 3.8 [2] G graphinin noktalar kiimesi V' = {vy,v9,...,v,}
olmak tizere G 'nin Laplacian matrisinin en biiyiik 6zdegeri u i¢in bir
ust smir,

p <max{d; +d; — |N;NAN;| : 1<4i,5<n, vv;€E} (3.10)

dir. Burada d;, v; noktasinin derecesini, |N; N N;| de v; ve v; nokta-
larinin ortak komsgularinin sayisini gostermektedir.

Teorem 3.9 [3] G, basit baglantili bir graph, u de G 'nin Laplacian

matrisinin en biiyiik 6zdegeri olmak iizere p icin bir {ist sinir,

w(@) §max{(di—l—du—l—Z{du—l—dv—|Nuf‘|Nv|:quE}

1
2

+Z{|Nuva|5U?£U,U’U¢E}> : uEV} (3.11)

dir. G iki parcali graph ise esitlik mevcuttur. Burada d,, u nokta-
larmin derecesini, | N, N N,| de u ve v noktalarinin ortak komsgularinin
sayisini gostermektedir.
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Teorem 3.10 [3] G = (V, E) graphinin noktalar kiimesi
V = {v1,v9,...,0,} olsun. G ’nin Laplacian matrisinin en biiyiik
ozdegeri icin bir st sinir,

w(G) < max{\/2(d2 +d,m’) : veEV} (3.12)

dir. Egitlik olmas1 ancak ve ancak G 'nin iki parcali regiiler graph
olmasi ile miimkiindiir. Burada

;2 pidy — [Ny NNy wv € B}
u du

m

dir. d,, u noktalarmin derecelerini, |N, N N,| de u ve v noktalarinin
ortak komsularinin sayisini gostermektedir.

Sonug 3.11 [3] G = (V, E), n noktali e kenarh basit baglantil bir
graph olsun o zaman G ’nin Laplacian matrisin en biiyiik 6zdegeri

W(G) < \J2d2 + de — 2d,(n — 1) + 2d1(d, — 1) (3.13)

dir. Burada esitlik ancak ve ancak G ’'nin iki parcali regiiler graph
olmasiyla miimkiindiir yine burada d; maksimim derece, d,, minimum
derece, e kenar sayisidir.

Teorem 3.12 [3] G = (V, E), baglantil bir graph olsun. Bu takdirde
G 'nin Laplacian matrisinin 6zdegeri icin bir iist sinir,

p(G) < max { (d +dv) + \/(d;_ du)? + drmum, Duv € E} (3.14)

dir. Esitlik ancak ve ancak G 'nin ya iki parcali diizenli graph ya da iki
parcali yar1 diizenli graph olmasi durumunda miimkiindiir. d, ve m,,
sirasiyla v noktasinin dercesini ve u 'ya komsgu noktalarin derecelerinin
ortalamasidir.
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Teorem 3.13 [4] G en az bir kenarli basit graph olsun. Bu durumda,

1(G) > max { ((d? 4 2d; — 2d; — 2+ ((d7 + 2d; + 2d; + 4)°
—|-4(dZ — Cij — 1)(d] — Cij — 1))%) /2)5 A < E} (315)

dir. Burada d; ve d; sirasiyla v; ve v; noktalarimin derecelerini, ¢; ise
v; ve v; noktalarinin ortak komsuluklarinim sayisin gostermektedir.
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4 NORMLAR YARDIMIYLA LAPLACIAN SPECTRAL
YARICAPA SINIRLAR

Bu boliimde bir graphin Laplacian matrisini Hadamard ¢arpimin-
dan yararlanarak iki matrisin carpimi seklinde yazmaya caligsacagiz.
Ayrica bu matrislerin satir ve siitun normlarindan yararlanarak Lapla-
cian spektral yaricapi i¢in bir sinir bulmaya calisacagiz.

Lemma 4.1 [8] Eger A = [a;;], B = [bi;] ve C = [¢;;], mxn tipinde
matrisler ve C'= A o B ise bu takdirde,

ICl2 < ri(A)ei(B) (4.1)
dir.

Lemma 4.2 [8] A = [a;;] , mxn matris ve A\, A 'nin spektral yaricap:
ise

A < |A]f2 (4.2)
dir.

Teorem 4.3 L(G), G graphinin Laplacian matrisi ve g Laplacian
spektral yaricap olmak iizere,

d3
o< \/Zl + 2d? + 4d, (4.3)

dir. Burada d; maksimum derecedir.

ispat. A ve B matrislerini;
2 5 0=7j18e
A=< —1; i~ 7jise
0 ; diger durumlarda
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% ;1 =] 1s€
B=<¢1;i~jise
0 ; diger durumlarda

seklinde tamimlarsak Ao B = L olur. Ayrica;

r1(A) = max /Z\aij 2=max\/4+d; =+4+d;
J

/ | d? [d?
cl(A):mjaX zi:|a,'j2:mjax Z-I—di: Zl—l—dl

Ayrica A, B ve L matrisleri GG graphi, basit ve baglantili oldugunda
simetrik matrisler olduklaridan satir ve stitun normlar: egittir.

7”1(14) = Cl(A) =4+ d;

d2
Cl(B):Tl(B): Zl—l—dl
L=AoB ve
p < 11(A)ci(B)
d2
< (Vi+a) T+ d
di
<4/ (4 +dy) Z—l—dl
G
< Z+2d1+4d1
dir. =
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Teorem 4.4 L(G); G graphinin Laplacian matrisi ve p, Laplacian
spektral yaricap olmak iizere,

B
> \/Z” +2d,, + 4d,, (4.4)

dir. Burada d,, minimum derecedir.

Ispat. A ve B matrislerini Teorem 4.3 deki sekilde secelim.

1 (A) = min Z|aij|2 =minv/4+d;, =+\4+d,
J

, . s G d;
Cl(B):H?n Z\azﬂ =mj1n Z+dj: Z—Fdn

olarak ifade edebiliriz.

L = Ao B oldugundan 6zdeger ve norm arasindaki bagintidan

p = 11 (A).c(B)

oz (via) (% va)

a3
p= Zn+2d%+4dn

alt sinirlarima buluruz. m
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Ornek 5.2
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Ornek 5.3
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Ornek 5.4
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Ornek 5.5

L(G)=AoB =

2 0 0 —1—17
0 2 —-1-1-1
0 -1 2 0 O
-1-10 2 O

| -1 -10 0 2 |

2 0 0 —1—17
0 3 —-1-1-1
0 -1 1 0 0
-1-10 2 O

—1-10 0 2

—_—_0 O

— = R O

O O = = O

S = O = =

_ o O = =

p | (3.3)](3.4)|(3.5)](3.8) | (3.10) | (3.11) | (3.12) | (3.14) | (4.3)

4.481 |

5

15274 [5.291 [ 5.274 | 5

7

| (3.15) | (4.4)

4481 4.0108 | 25

30

| 5.291 | 5.291

| 4.601 | 6.062



KAYNAKLAR

[1] Balakrishnan R.; Ranganathan K., A Textbook of Graph Theory,
Springer, 2000

[2] Das, K.C; An improved upper bound for Laplacian graph eigen-
values, Linear Algebra and its Applications, Elsevier, 2003, 368,
269-278

[3] Das, K.Ch; A characterization on graph which achieve the up-
per bound for the largest Laplacian eigenvalue of graphs, Linear
Algebra and its Applications, Elsevier, 2004, 376, 173-186

[4] Das, K.Ch; The largest two Laplacian eigenvalues of a graph,
Linear and Multilinear Algebra, 2004, 52(6), 441-460

[5] Diestel, R.; Graph Theory, Springer, 2006

[6] Gross J.L.; Yellen J., Graph Theory and its Applications, CRC
Press, 2006

[7] Hong,Y.; Shu, L-J, Fang, K. | A Sharp upper bound of the spect-
ral radius of graphs, Journal of Combinatorial Theory, Series B

2001, 81, 177-183

[8] Horn,R.A.; Johnson C.R., Matriz Analysis, Cambridge Univer-
sity Press, 1985

[9] Lin, L.; The Laplacian spectral radius of graphs on surfaces, Li-
near Algebra and its Applications, Elsevier, 2008, 428, 973-977

[10] Liu, H.; Lu M.; Tian F., On the Laplacian spectral radius of
graph, Linear Algebra and its Applications, Elsevier, 2004, 376,
135-141

[11] Shi, L.; Bound on the (Laplacian) spectral radius of graphs, Li-
near Algebra and its Applications, Elsevier, 2007, 422, 755-770

31



[12] Shu, J-L.; Hong Y.; Wen-Ren K., A sharp upper bound on the
largest eigenvalue of the Laplacian matriz of a graph, Linear
Algebra and its Applications, Elsevier, 2002, 347, 123-129

[13] Tasq D., Lineer Cebir, Ankara, 2011

[14] Tian G-X ; Huang T-Z ; Zhou B.; A note on sum of powers of
the Laplacian eigenvalues of bipartite graphs, Linear Algebra and
its Applications, Elsevier, 2009, 430, 2503-2510

[15] Tutte W.T.; Graph Theory, Cambridge University Press, 2001

[16] Zhou B.; Cho H.H.; Guangzhou, Remarks on Spectral Radius and
Laplacian Eigenvalues of a graph, Czechoslovak Mathematical
Journal, 2005, 55(150), 781-790

32



EK-A

[ File Edit View Insert Format Spreadsheet Options Window Help [= =[]
O[z®R[8] [ =@ [s[] [Z][T]E] [SE] [=[=] [O] [«[a]a] [1] []
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[> with(linalg) ;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

-

[BlockDiagonal, GramSchmidt. JordanBlock, LUdecomp. ORdecomp. Wronskian, addcol, addrow,
adi, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat, charpoly,
cholesiy, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto, crossprod, curl,
definite, delcals, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectars,
eigenvects, entermarriz, equal, exponential, extend, ffgausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius,
gausselim, gaussjord, genegns, genmatrix, grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose,
thermite, indexfunc, inmerprod, inthasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kkernel,
laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm,
normalize, nullspace. orthog. permanent, pivot, potential, vandmatvix, vandvector, rank, ratform,
row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackomatrix, submatrix,
subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, syivaster, toaplitz, trace, transpose, vandermonde,

| vecpotent, vectdim, vector, wronskian |
[» Li-matrix(6,6, [4,-1,0,-1,-1,-1,-1,4,-1,-1,0,-1,0,-1,2,0,-1,0,=1
,—1,0,2,0,0,—1,0,—1,0,2, 1_11'_11'010101-2-]);

[ [ R R S (7

S R S |

0 =1 2 i
L=

g1 B 2 A B

d. 08 D 2o

B R

B eigenvals (L) ;

4951589269 10_13: 1.267949192, 2.000000000, 2.585786438, 4732050808, 5414213562

[> |

| Time: 1.0s |Byptes: 2.94M |Avalable: 200G
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