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ÖZET

G = (V,E) bir graph olmak üzere,

L(G) =


d(vi) ; i = j ise
−1 ; i 6= j ve vi ∼ vj ise
0 ; di§er durumlarda

biçiminde tan�ml� L(G) matrisine graph�n Laplacian matrisi denir. Bir graph�n
Laplacian matrisinin en büyük özde§erine Laplacian spectral yar�çap denir.

Bu çal�³mada bir G graph�n�n Laplacian matrisinin özde§erleri için matris
normlar� yard�m�yla alt ve üst s�n�rlar bulunmaya çal�³�lacakt�r.

Anahtar Kelimeler: Graph, Laplacian matris, Laplacian spektral yar�çap,
Hadamard çarp�m, matris normu
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ABSTRACT

Let G = (V,E) be a graph. The L(G) matrix is de�ned

L(G) =


d(vi) ; if i = j
−1 ; if i 6= j and vi ∼ vj
0 ; if otherwise

The largest eigenvalue of Laplacian matrix is called Laplacian spectral radius.
In this study, we found bounds for eigenvalues of Laplacian spectral radius

using matrix norms.

Keywords: Graph, Laplacian matrix, Laplacian spectral radius, Hadamard
product, matrix norms.
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1 G�R��

Graphlar�n özde§erlerinin çal�³�lmas�, matemati§in di§er alan-
lar� ile ba§lant�lar olu³turur. Özellikle spekral graph teorisi ve diferen-
siyel geometri aras�nda ili³ki vard�r. Kimyada; özde§erler moleküllerin
kararl�l�§� ile birle³tirilebilir. Bunun yan� s�ra graph, teorik olarak �zik
ve quantum mekani§inin çe³itli problemini de oraya ç�kar�r. Bizim
amac�m�z bir basit graph�n Laplacian matrisinin spektral yar�çap�
için normlar yard�m�yla s�n�rlar bulmak ve bulunan s�n�rlar�n ³imdiye
kadar bulunan s�n�rlar ile k�yaslamas�n� yapmakt�r.

Laplacian spektral yar�çapla ilgili bulunan pek çok s�n�r vard�r.
Fakat s�n�rlar�n hiçbiri norma ba§l� de§ildir. Bu çal�³mada bulunan
s�n�rlar; Laplacian matrisin Hadamard çarp�m� ³eklinde yaz�lmas� ve
normlardan yararlan�lmas� aç�s�ndan önem arzetmektedir.
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2 ÖN B�LG�LER

2.1 GRAPH KAVRAMI

Tan�m 2.1 V, noktalar kümesi ve E, kenarlar kümesi olmak üzere
G = (V,E) yap�s�na graph denir.

Bir graphta bir v noktas�ndan ç�kan kenar say�s�na v nok-

tas�n�n derecesi denir ve d(v) ile gösterilir.

2.1.1 Yollar ve Ba§lant�l�l�k

G deki bir yürüme(walk) W ile gösterilir.

W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk

sonlu say�da elemanlar� noktalar ve kenarlar olan bir dizidir. Burada
ei kenar�, vi−1 ile vi noktalar�n� birle³tiren kenard�r.

Bu yürümeyi k�saca

W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk = (v0, vk)

³eklinde gösterebiliriz. v0'a ba³lang�ç noktas�, vk'ya biti³ noktas� ve
di§er noktalara da iç noktalar denir. W yürümesine k uzunlu§unda
bir yürüme de denir.

E§er W = v0e1v1 . . . ekvk ve W ′ = vkek+1vk+1 . . . elvl birer
yürüme (walk) ise vkek . . . e1v0 yürümesi W 'nin ters çevrilmesiyle
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elde edilen bir yürümedir veW−1 ile gösterilir. v0e1v1 . . . elvl yürümesi
W ile W ′ nün vk da ba§lanmas� ile elde edilir ve WW ′ ile gösterilir.

j < k olmak üzere v0e1v1 . . . ejvj yürümesine W 'nin bir alt
yürümesi denir ve bazen i < j < k olmak üzere viei+1vi+1 . . . ejvj
³eklinde olabilir. Buna da W 'nin (vi, vj) k�s�tlan�³� denir.

Basit bir graphta bir yürüme kenarlar at�larak sadece noktalarla
gösterilir.

E§er bir W yürüyü³ünde e1, e2, . . . , ek farkl� kenarlar ise bu
yürümeye trail (patika, iz, yol) denir. Buna ek olarakW yürümesinde
noktalar da farkl� ise bu yürümeye path (yol) ad� verilir.

G graph�n�n u ve v noktalar� aras�nda bir (u, v) yolu varsa u ve
v noktalar�na ba§lant�l�d�r denir.

V 'nin bir bo³ olmayan alt kümelerini V1, V2, . . . , Vw parçalan�³�
vard�r ki; u ile v gibi iki noktan�n ba§lant�l� olmas� için gerek ve
yeter ³art u ile v 'nin her ikisinin de ayn� Vi kümesine ait olmas�d�r.
G[V1], G[V2], . . . , G[Vw] alt graphlar� G 'nin komponentleri olarak ad-
land�r�l�r. E§er G tam olarak bir tek komponenti varsa ba§lant�l�d�r,
di§er durumda G ba§lant�l� de§ildir.
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Örne§in;
V={1,2,3,4,5,6} , E={(1,2),(1,3),(1,5),(2,3),(3,1),(3,4),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)}
olan bir G = (V,E) graph� a³a§�daki gibidir.

�ekil 2.1: Graph

1 ve 2'yi birle³tiren kenar oldu§undan 1 ∼ 2 yaz�labilir. 1 ile
ba§lant�l�(kom³u) kenar say�s� 3 oldu§undan d(1) = 3 olur.

Tan�m 2.2 Ba³lang�ç ve biti³ noktalar� ayn� olan kenarlara döngü

denir.

�ekil 2.2: Döngü noktas� içeren graph

Tan�m 2.3 Graphta bir ba³ka nokta ile ba§lant�s� ve kenar� olmayan
noktalara izole nokta denir.
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�ekil 2.3: �zole nokta içeren graph

2.2 BAZI ÖZEL GRAPHLAR

Tan�m 2.4 Herbir kenar� bir tek yönle belirtilen grapha yönlü (di-
rected) graph denir.

�ekil 2.4: Yönlü Graph

Tan�m 2.5 Yönsüz ve döngü içermeyen graphlara basit graph denir.

�ekil 2.5: Basit Graph
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Tan�m 2.6 Her noktas� di§er noktalara bir kenar ile ba§l� olan graphlara
tam graph denir ve n noktal� bir tam graph Kn ³eklinde gösterilir.

�ekil 2.6: K5 Tam Graph�

Tan�m 2.7 (�ki Parçal� Tam Graph (Km,n)): G = (V,E) graph�-
n�n kümesi bir kenar� birbirine ba§layan iki nokta farkl� alt kümelerin
eleman� olacak ³ekilde m ve n elemanl� V1 ve V2 gibi iki alt kümeye
ayr�labilirse G graph�na Km,n iki parçal� graph� denir.

�ekil 2.7: K2,3 Tam Graph�

Tan�m 2.8 �ki parçal� tam graphlarda m = 1 ise; bu graphlara star

(y�ld�z) graph denir.
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�ekil 2.8: Star(y�ld�z) Graph

Tan�m 2.9 �ki noktas� aras�nda tek bir yol olan graphlara a§aç graph

denir.

�ekil 2.9: A§aç Graph

Tan�m 2.10 Bütün noktalar�n�n dereceleri ayn� olan graphlara regüler
(düzenli) graph denir.

�ekil 2.10: Regüler(düzenli) Graph

7



2.3 GRAPH �LE �LG�L� BAZI MATR�SLER

Tan�m 2.11 (Kom³uluk Matrisi) G = (V,E) graph�nda iki nok-
tay� ba§layan bir kenar varsa bu iki noktaya kom³u denir ve i ∼ j
ile gösterilir. Bir graph�n kom³uluk matrisi ise A(G) ile gösterilir ve

A(G) =

{
1 ; i ∼ j ise
0 ; di§er durumlarda

³eklinde tan�mlan�r.

Kom³uluk matrisinde herbir sat�r�n toplam� o noktan�n dere-
cesini verir. Ayr�ca kom³uluk matrisi simetriktir.

Örne§in;
G = (V,E) graph� a³a§�daki gibidir.

Bu graph�n kom³uluk matrisi ise,

A(G) =


0 1 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 0


olarak bulunur.
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Tan�m 2.12 (Derece Matrisi) G graph�nda herbir noktan�n dere-
celerinin,

D = kö³(d(v1), d(v2), . . . , d(vn))

³eklinde yaz�lmas�yla olu³an bir kö³egen matristir.

D(G) = [dij] =

{
d(vi) ; i = j ise

0 ; di§er durumlarda

Tan�m 2.13 (Laplacian Matris) G = (V,E) graph�n�n Laplacian
matrisi ³öyle tan�mlan�r.

L(G) =


d(vi) ; i = j ise
−1 ; i 6= j ve vi ∼ vj ise

0 ; di§er durumlarda

Laplacian matrisin sat�r ve sütun toplam� 0 'd�r. Laplacian mat-
risi simetrik bir matristir. Laplacian matris

L(G) = D(G)− A(G)
dir.

Örne§in;
G = (V,E) graph�n� gözönüne alal�m.

G = (V,E) graph�n�n Laplacian matrisi,

9



L(G) =


4 −1 −1 −1 −1
−1 3 −1 −1 0
−1 −1 2 0 0
−1 −1 0 2 0
−1 0 0 0 1


olarak bulunur.

Tan�m 2.14 A(G) kom³uluk matrisinin en büyük özde§erine spek-

tral yar�çap denir ve λ(G) ³eklinde gösterilir.

A³a§�daki ³ekilde verilen G = (V,E) graph�n� gözönüne alal�m.

�ekil 2.11: 6 noktal� graph örne§i

G graph�n�n kom³uluk matrisi;

A(G) =



0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0


³eklindedir. Özde§erleri λ1 = −2, λ2 = −1.7, λ3 = −0.32, λ4 = 0.27,
λ5 = 0.8, λ6 = 2.9 ve en büyük özde§eri olan spektral yar�cap�
λ = λ6 = 2.9 'd�r.
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Tan�m 2.15 L(G) Laplacian matrisin en büyük özde§erine Lapla-

cian spektral yar�çap denir ve µ(G) ³eklinde gösterilir.

Yukar�da ³ekil 2.11 deki G = (V,E) graph�n� ele alal�m. Bu
graph�n Laplacian matrisi;

L(G) =



4 −1 0 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1 0 −1
0 −1 2 0 −1 0
−1 −1 0 2 0 0
−1 0 −1 0 2 0
−1 −1 0 0 0 2


³eklindedir.Bu matrisin özde§erleri µ1 = 0.49, µ2 = 1.26, µ3 = 2,
µ4 = 2.58, µ5 = 4.73, µ6 = 5.41 ve Laplacian spektral yar�cap� ise
µ = µ6 = 5.41 'd�r. Maple 6 'da özde§er hesab� ayr�nt�l� olarak Ek
A'da verilmi³tir.

2.4 BAZI CEB�RSEL YAPILAR

Tan�m 2.16 A bo³tan farkl� bir küme olmak üzere ∗ : A×A −→ A

dönü³ümüne A da bir ikili i³lem ve üzerinde ikili i³lemin tan�mland�§�
bu A kümesine de cebirsel yap� denir ve (A, ∗) ile gösterilir.

Tan�m 2.17 (Grup) (G, ∗) bir cebirsel yap� olsun. E§er a³a§�daki
³artlar sa§lan�rsa G 'ye (∗ i³lemine göre) grup denir.

G1) ∀a, b ∈ G için a ∗ b ∈ G (Kapal�l�k özelli§i)

G2) ∀a, b, c ∈ G için a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (Birle³me özelli§i)

G3) ∀a ∈ G için a ∗ e = e ∗ a = a olacak ³ekilde vard�r. (Birim
eleman�n varl�§�)

G4) ∀a ∈ G için a ∗ a′ = a′ ∗ a = e olacak ³ekilde bir a′ ∈ G vard�r.
(Ters eleman�n varl�§�)
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Tan�m 2.18 (G, ∗) grubundaki ∗ i³lemi de§i³meli ise, yani
∀a, b ∈ G için a ∗ b = b ∗ a oluyorsa bu gruba de§i³meli(Abel) grup
denir. Örne§in; (Z,+) de§i³meli gruptur.

Tan�m 2.19 (Halka) H bo³ olmayan bir küme ve H da toplama
(+) ve çarpma (.) denilen iki tane ikili i³lem tan�mlanm�³ olsun. E§er
(H,+, .) cebirsel yap�s� a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa bu cebirsel yap�ya
halka denir.

H1) (H,+) de§i³meli bir gruptur.

H2) (H,+, .) daki çarpma i³lemi birle³me özelli§ine sahiptir. Yani
∀a, b, c ∈ H için a.(b.c) = (a.b).c dir.

H3) (H,+, .) cebirsel yap�s� çarpma i³lemine göre kapal�d�r. Yani
∀a, b ∈ H için a.b ∈ H dir.

H4) (H,+, .) daki çarpma, toplama üzerinde sa§dan ve soldan da§�lma
özelli§ine sahiptir. Yani ∀a, b, c ∈ H için a.(b+ c) = a.b+ a.c ve
(a+ b).c = a.c+ b.c dir.

Tan�m 2.20 (H,+, .) halkas� e§er çarpma i³lemine göre birime sahip
ise, yani ∀a ∈ H için a.1H = 1H .a = a olacak ³ekilde H da 1H ile
gösterilen bir eleman varsa o zaman (H,+, .) halkas�na birimli halka
denir.

Tan�m 2.21 (H,+, .) halkas� e§er çarpma i³lemine göre de§i³meli ise,
yani ∀a, b ∈ H için a.b = b.a oluyorsa, (H,+, .) halkas�na de§i³meli
halka denir. Örne§in; (Z,+, .) birimli ve de§i³meli bir halkad�r.

Tan�m 2.22 (Cisim) Birimli ve de§i³meli bir halkan�n s�f�rdan farkl�
her eleman�n�n tersi mevcutsa bu halkaya cisim denir. Örne§in; (R,+, .)
cisimdir.
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2.5 MATR�S NORMU

F bir cisim ve aij ∈ F olmak üzere A = (aij)m×n matrisinin
normu matrisin elemanlar�n�n mutlak de§erleri al�narak çe³itli ³ekillerde
ifade edilebilir.

Matris normlar�n� aksiyomlara ba§l� olarak a³a§�daki gibi tan�m-
layabiliriz.

Tan�m 2.23 [13] Mn(F ) n × n matrislerinin kümesini göstermek
üzere,

MN : Mn(F )→ R+

³eklinde tan�mlanan dönü³üm a³a§�daki ³artlar� sa§larsa o zaman bu
dönü³üme matris normu denir ve normu A ∈Mn(F ) için
MN(A) = ‖A‖ ³eklinde gösterilir.

i) A ∈Mn(F ) için A 6= 0 ise ‖A‖ > 0 ve A = 0 ⇔ ‖A‖ = 0 d�r.

ii) A ∈Mn(F ) ve α ∈ F için ‖αA‖ = |α|‖A‖ d�r.

iii) A,B ∈Mn(F ) için ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ d�r.

iv) A,B ∈Mn(F ) için ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ d�r.

E§er sadece i, ii ve iii aksiyomlar� sa§lan�rsa, o zaman bu norma
genelle³tirilmi³ matris normu denir. E§er i, ii iii ve iv aksiyomlar�n�n
hepsi birden sa§lan�rsa buna da matris normu denir. Bu tan�m ayn�
zamanda m× n dikdörtgen matrisler için de geçerlidir.

2.5.1 Baz� Özel Normlar

A = [aij]; m × n tipinde bir matris olmak üzere A matrisinin
baz� normlar� ³öyle tan�mlanabilir.
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`p normu:

‖A‖p =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|p
) 1

p

, (1 ≤ p <∞) (2.1)

p =∞ al�n�rsa,

‖A‖∞ = lim
n→∞
‖A‖n = max

i,j
|aij| (2.2)

Frobenius(Euclide Normu):

‖A‖2 =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
) 1

2

(2.3)

Spektral norm:
‖A‖S =

√
max
1≤i≤n

|λi| (2.4)

d�r. Burada λi, AHA matrisinin özde§erleridir, AH ise A 'n�n e³lenik
transpoze matrisidir. L Laplacian matrisi reel simetrik oldu§undan
||A||L = max |λ| d�r.

Sat�r uzunluk normu:

r1(A) = max
i

√∑
j

|aij|2 (2.5)

Sütun uzunluk normu:

c1(A) = max
j

√∑
i

|aij|2 (2.6)
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d�r.

Normlar aras�ndaki ba§�nt�y�

1√
n
‖A‖2 ≤ ‖A‖S ≤ ‖A‖2 (2.7)

³eklinde ifade edebiliriz.

2.6 HADAMARD ÇARPIMI

Tan�m 2.24 [8] A = [aij] ve B = [bij] , m × n tipinde iki mat-
ris olmak üzere bu matrislerin Hadamard çarp�mlar� A ◦ B ³eklinde
gösterilir ve

A ◦B = (aijbij)m×n (2.8)

³eklinde ifade edilir.

Örnek:

A =

 2 3 1
4 1 2
5 −1 0

 ve B =

 3 4 1
5 0 2
3 5 6


matrislerinin Hadamard çarp�m�

A ◦B =

 6 12 1
20 0 4
15 5 0


olarak bulunur.

Hadamard çarp�m�na genellikle Schur çarp�m� da denir ve bu
çarp�m de§i³melidir. Hadamard çarp�m� daha ziyade matris teoride
pozitif yar� de�nit matrisler için kullan�l�r. Yine pozitif yar� de�nit
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matrisler ve negatif olmayan reel say�lar aras�ndaki bir benzerli§i or-
taya koyar.

2.7 MATR�S ÖZDE�ER�

Baz� ³artlar alt�nda A bir n× n kare matris ve x 6= 0 bir n× 1
sütun vektörü olmak üzere, e§er Ax çarp�m� λx ³eklinde (λ, herhangi
bir skaler) yaz�labilirse, o taktirde cebirde dikkate de§er bir basitlik
söz konusu olacakt�r. Buna göre A = (aij)n×n matrisi ile x, n × 1
vektörünün çarp�m� sonucunda elde edilen vektörün orjinal vektöre
paralel oldu§unu kabul edelim. Yani

Ax = λx

olsun. Ax = λx denklemini I, n× n birim matris olmak üzere

(A− λI)x = 0

³eklinde yaz�labilir. Halbuki (A− λI)x = 0 denklemi n bilinmeyenli,
n denklemden ibaret bir homojen lineer denklem sistemidir. Di§er
taraftan bir homojen lineer denklem sisteminin a³ikar olmayan çözümü-
nün olmas� için katsay�lar matrisinin tekil olmas� gerekir. Bundan
dolay� (A− λI)x = 0 denklem sisteminin a³ikar olmayan çözümü

det(A− λI) = |A− λI| = 0

olmas� halinde mevcuttur. det(A − λI) = |A − λI| = 0 ifadesini
a³a§�daki gibi aç�k ³ekilde yazabiliriz:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

det(A−λI) 'n�n hesaplanmas� sonucunda λ 'ya ba§l� n-inci dereceden
monik bir polinom elde edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik
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polinomu denir ve KA(λ) ³eklinde gösterilir. Yani,

KA(λ) = det(A− λI)

d�r. Ayr�ca KA(λ) = 0 denklemine de A matrisinin karakteristik
denklemi denir. Bu karakteristik denklemin köklerine A matrisinin
özde§erleri (ya da karakteristik de§erleri) denir. Hemen hat�rlatal�m
ki; KA(λ) = 0 n-inci dereceden bir denklem oldu§undan cebirin esas
teoreminden tam olarak n tane köke sahiptir. Bu köklerin hepsinin
farkl� olmas� gerekmez.
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3 GRAPHIN SPEKTAL YARIÇAPI �LE �LG�L� BAZI
SINIRLAR

G = (V,E) graph�nda m kenar, n nokta, δ minimum derece, ∆
maksimum derece olmak üzere; a³a§�daki ifadeler geçerlidir.

Lemma 3.1 [16] G ; n noktal� m kenarl� graph olsun. Bu takdirde,

µ(G) ≤ −1

2
+

√
2m+

1

4
(3.1)

d�r ve e³itli§in olmas� için ancak ve ancak G 'nin bir komponentinde
herbir nokta ya δ dereceli ya da bütün di§er noktalara kom³u olacak
ve bütün di§er komponentleri δ dereceli regüler olmas�d�r.

Lemma 3.2 [16] G ; n noktal� m kenarl� ba§lant�l� bir graph olsun.
E§er G 'nin izole noktas� yoksa o zaman,

µ(G) ≤
√

2m− n+ 1 (3.2)

dir. Burada e³itli§in olmas� için ancak ve ancak G 'nin bir komponen-
tinin m kenarl� bir tam graph olmas� ve di§er bütün komponentlerinin
izole noktalar olmas�d�r.

Teorem 3.3 [16] G graph�n�n noktalar�n�n derece dizisi s�ras�yla
(d1, d2, . . . , dn) 'dir ve ∆ = d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn = δ ≥ 1 ³eklindedir.
Bu takdirde,

µ(G) ≤ dn +
1

2
+

√√√√ n∑
i=1

di(di − dn) +

(
dn −

1

2

)2

(3.3)

dir. E³itlik; ancak ve ancak G 'nin en az iki parçal� komponente sahip
bir regüler graph olmas� ya da bir star graph ve (mümkünse) K2'lerin
ayr�k birle³imi olmas� durumunda mümkündür.
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Teorem 3.4 [10] G ; n noktal� m kenarl� basit bir graph olsun. G
'nin minimum ve maksimum dereceleri, s�ras�yla, δ ve ∆ olsun. G
'nin Laplacian matrisinin en büyük özde§eri µ(G) olmak üzere,

µ(G) ≤
(∆ + δ − 1) +

√
(∆ + δ − 1)2 + 4(4m− 2δ(n− 1))

2
(3.4)

d�r. Ayr�ca e§er G ba§lant�l� ise o halde e³itli§in sa§lanmas� için ancak
ve ancak G regüler ve iki parçal� graph olmal�d�r.

Teorem 3.5 [11] G = (V,E) bir graph ve µ(G), G 'nin Laplacian
matrisinin en büyük özde§eri olmak üzere,

µ(G) ≤
√

2 max

d(v)2 +
∑
u,v∈E

d(u)

 1
2

(3.5)

dir. Ayr�ca, e§er G ba§lant�l� ise o halde e³itli§in sa§lanmas� için
ancak ve ancak G iki parçal� ve ∀ v ∈ V için d(v)2 +

∑
u,v∈E d(u)

ayn�d�r.

Sonuç 3.6 [11] G ; n noktal� m kenarl� ve izole noktas� olmayan bir
graph olsun. ∆ = ∆(G) ve δ = δ(G) de s�ras�yla minimum ve mak-
simum dereceler olmak üzere G 'nin Laplacian matrisinin en büyük
özde§eri µ(G) için bir üst s�n�r,

µ(G) ≤ [2∆2 + 4m− 2δ(n− 1) + 2∆(δ − 1)]
1
2 (3.6)

d�r. Üstelik G ba§lant�l� ise bu takdirde; e³itli§in olmas� için gerek ve
yeter ³art G regüler iki parçal� bir graph, özellikle G iki parçal� ise,

µ(G) ≥ [2δ2 + 4m− 2∆(n− 1) + 2δ(∆− 1)]
1
2 (3.7)

d�r. Üstelik G ba§lant�l� ise e³itlik olmas� için gerek ve yeter ³art
G 'nin regüler olmas�d�r.
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Teorem 3.7 [11] G ; n noktal� m kenarl� ve iki parçal� bir graph
∆ = ∆(G) ve δ = δ(G) de s�ras�yla minimum ve maksimum dere-
celeri olmak üzere G 'nin Laplacian matrisinin en büyük özde§eri
µ(G) için bir üst s�n�r,

µ(G) ≤ {∆ + δ − 1− [(∆ + δ − 1)2 + 8(2m−∆n+ ∆)]
1
2}/2 (3.8)

ve ya

{∆ + δ − 1 + [(∆ + δ − 1)2 + 8(2m−∆n+ ∆)]
1
2}/2

≤ µ(G) ≤ {∆ + δ − 1 + [(∆ + δ − 1)2 + 8(2m− δn+ δ)]
1
2}/2 (3.9)

dir. Burada G ba§lant�l� ise 3.8 için kesin üst s�n�r ve G regüler ise
3.9 de e³itlik vard�r.

Teorem 3.8 [2] G graph�n�n noktalar kümesi V = {v1, v2, . . . , vn}
olmak üzere G 'nin Laplacian matrisinin en büyük özde§eri µ için bir
üst s�n�r,

µ ≤ max{di + dj − |Ni ∩Nj| : 1 ≤ i, j ≤ n, vivj ∈ E} (3.10)

d�r. Burada di, vi noktas�n�n derecesini, |Ni ∩Nj| de vi ve vj nokta-
lar�n�n ortak kom³ular�n�n say�s�n� göstermektedir.

Teorem 3.9 [3] G, basit ba§lant�l� bir graph, µ de G 'nin Laplacian
matrisinin en büyük özde§eri olmak üzere µ için bir üst s�n�r,

µ(G) ≤ max

{(
d2u + du +

∑
v

{du + dv − |Nu ∩Nv| : uv ∈ E}

+
∑
v

{|Nu ∩Nv| : u 6= v, uv /∈ E}

) 1
2

: u ∈ V

 (3.11)

d�r. G iki parçal� graph ise e³itlik mevcuttur. Burada du, u nokta-
lar�n�n derecesini, |Nu∩Nv| de u ve v noktalar�n�n ortak kom³ular�n�n
say�s�n� göstermektedir.
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Teorem 3.10 [3] G = (V,E) graph�n�n noktalar kümesi
V = {v1, v2, . . . , vn} olsun. G 'nin Laplacian matrisinin en büyük
özde§eri için bir üst s�n�r,

µ(G) ≤ max{
√

2(d2u + dum′u) : v ∈ V } (3.12)

dir. E³itlik olmas� ancak ve ancak G 'nin iki parçal� regüler graph
olmas� ile mümkündür. Burada

m′u =

∑
v {dv − |Nu ∩Nv| : uv ∈ E}

du

dir. du, u noktalar�n�n derecelerini, |Nu ∩Nv| de u ve v noktalar�n�n
ortak kom³ular�n�n say�s�n� göstermektedir.

Sonuç 3.11 [3] G = (V,E), n noktal� e kenarl� basit ba§lant�l� bir
graph olsun o zaman G 'nin Laplacian matrisin en büyük özde§eri

µ(G) ≤
√

2d21 + 4e− 2dn(n− 1) + 2d1(dn − 1) (3.13)

dir. Burada e³itlik ancak ve ancak G 'nin iki parçal� regüler graph
olmas�yla mümkündür yine burada d1 maksimim derece, dn minimum
derece, e kenar say�s�d�r.

Teorem 3.12 [3]G = (V,E), ba§lant�l� bir graph olsun. Bu takdirde
G 'nin Laplacian matrisinin özde§eri için bir üst s�n�r,

µ(G) ≤ max

{
(du + dv) +

√
(du − dv)2 + 4mumv

2
: uv ∈ E

}
(3.14)

dir. E³itlik ancak ve ancak G 'nin ya iki parçal� düzenli graph ya da iki
parçal� yar� düzenli graph olmas� durumunda mümkündür. du ve mu

s�ras�yla u noktas�n�n dercesini ve u 'ya kom³u noktalar�n derecelerinin
ortalamas�d�r.
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Teorem 3.13 [4] G en az bir kenarl� basit graph olsun. Bu durumda,

µ(G) ≥ max

{ ((
d2i + 2di − 2dj − 2 +

(
(d2i + 2di + 2dj + 4)2

+4(di − cij − 1)(dj − cij − 1))
1
2

)
/2
) 1

2
: vivj ∈ E

}
(3.15)

dir. Burada di ve dj s�ras�yla vi ve vj noktalar�n�n derecelerini, ci ise
vi ve vj noktalar�n�n ortak kom³uluklar�n�n say�s�n� göstermektedir.
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4 NORMLAR YARDIMIYLA LAPLACIAN SPECTRAL
YARIÇAPA SINIRLAR

Bu bölümde bir graph�n Laplacian matrisini Hadamard çarp�m�n-
dan yararlanarak iki matrisin çarp�m� ³eklinde yazmaya çal�³aca§�z.
Ayr�ca bu matrislerin sat�r ve sütun normlar�ndan yararlanarak Lapla-
cian spektral yar�çap� için bir s�n�r bulmaya çal�³aca§�z.

Lemma 4.1 [8] E§er A = [aij], B = [bij] ve C = [cij], mxn tipinde
matrisler ve C = A ◦B ise bu takdirde,

‖C‖2 ≤ ri(A)ci(B) (4.1)

dir.

Lemma 4.2 [8] A = [aij] , mxn matris ve λ, A 'n�n spektral yar�çap�
ise

λ ≤ ‖A‖2 (4.2)

d�r.

Teorem 4.3 L(G), G graph�n�n Laplacian matrisi ve µ Laplacian
spektral yar�çap olmak üzere,

µ ≤
√
d31
4

+ 2d21 + 4d1 (4.3)

d�r. Burada d1 maksimum derecedir.

�spat. A ve B matrislerini;

A =


2 ; i = j ise
−1 ; i ∼ j ise

0 ; di§er durumlarda
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B =


di
2 ; i = j ise
1 ; i ∼ j ise
0 ; di§er durumlarda

³eklinde tan�mlarsak A ◦B = L olur. Ayr�ca;

r1(A) = max
i

√∑
j

|aij|2 = max
i

√
4 + di =

√
4 + d1

c1(A) = max
j

√∑
i

|aij|2 = max
j

√
d2i
4

+ di =

√
d21
4

+ d1

Ayr�ca A, B ve L matrisleri G graph�, basit ve ba§lant�l� oldu§unda
simetrik matrisler olduklar�ndan sat�r ve sütun normlar� e³ittir.

r1(A) = c1(A) =
√

4 + d1

c1(B) = r1(B) =

√
d21
4

+ d1

L = A ◦B ve

µ ≤ r1(A)c1(B)

≤
(√

4 + d1

)(√d21
4

+ d1

)

≤

√
(4 + d1)

(
d21
4

+ d1

)

≤
√
d31
4

+ 2d21 + 4d1

d�r.
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Teorem 4.4 L(G); G graph�n�n Laplacian matrisi ve µ, Laplacian
spektral yar�çap olmak üzere,

µ ≥
√
d3n
4

+ 2dn + 4dn (4.4)

d�r. Burada dn minimum derecedir.

�spat. A ve B matrislerini Teorem 4.3 deki ³ekilde seçelim.

r′1(A) = min
i

√∑
j

|aij|2 = min
i

√
4 + di =

√
4 + dn

c′1(B) = min
j

√∑
i

|aij|2 = min
j

√
d2j
4

+ dj =

√
d2n
4

+ dn

olarak ifade edebiliriz.

L = A◦B oldu§undan özde§er ve norm aras�ndaki ba§�nt�dan

µ ≥ r′1(A).c′1(B)

µ ≥
(√

4 + dn

)(√d2n
4

+ dn

)

µ ≥
√
d3n
4

+ 2d2n + 4dn

alt s�n�rlar�n� buluruz.
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5 ÖRNEKLER

Örnek 5.1

L(G) = A ◦B =


2 0 0 −1 0
0 2 −1 −1 0
0 −1 2 −1 −1
−1 −1 −1 2 −1
0 0 −1 −1 2

 ◦


1
2 0 0 1 0
0 1 1 1 0
0 1 3

2 1 1
1 1 1 2 1
0 0 1 1 1



=


1
2 0 0 1 0
0 1 1 1 0
0 1 3

2 1 1
1 1 1 2 1
0 0 1 1 1


µ (3.3) (3.4) (3.5) (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (4.3)
5 6.216 6.472 6.928 5 6.708 6.324 5 8

µ (3.15) (4.4)
5 5 2.5
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Örnek 5.2

L(G) = A ◦B =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ◦


1
2 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
1 1 −1 1

2



=


1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1


µ (3.3) (3.4) (3.5) (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (4.3)
3.41 3.56 3.645 3.741 4 3.872 3.741 3.5 4.242

µ (3.15) (4.4)
3.41 3.316 2.5
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Örnek 5.3

L(G) = A ◦B =



2 −1 0 −1 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0
−1 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2

 ◦


1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0
1 0 1 3

2 1 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1

2



=



2 −1 0 −1 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0
−1 0 −1 3 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 1


µ (3.3) (3.4) (3.5) (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (4.3)
4.56 5.274 5.531 5.291 5 5.656 5.477 4.791 6.062

µ (3.15) (4.4)
4.56 4 2.5
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Örnek 5.4

L(G) = A ◦B =


2 −1 −1 0
−1 2 −1 0
−1 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ◦


1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 3

2 1
0 0 1 1



=


2 −1 −1 0
−1 2 −1 0
−1 −1 3 −1
0 0 −1 1


µ (3.3) (3.4) (3.5) (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (4.3)
4 4.701 5 5.291 4 4.242 4.898 5.049 6.062

µ (3.15) (4.4)
4 4 2.5

29



Örnek 5.5

L(G) = A ◦B =


2 0 0 −1 −1
0 2 −1 −1 −1
0 −1 2 0 0
−1 −1 0 2 0
−1 −1 0 0 2

 ◦


1 0 0 1 1
0 3

2 1 1 1
0 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 0 0 1



=


2 0 0 −1 −1
0 3 −1 −1 −1
0 −1 1 0 0
−1 −1 0 2 0
−1 −1 0 0 2


µ (3.3) (3.4) (3.5) (3.8) (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (4.3)
4.481 5 5.274 5.291 5.274 5 5.291 5.291 4.601 6.062

µ (3.15) (4.4)
4.481 4.0108 2.5
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