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OZET

Dért boliimden olusan bu tezimizde, yar: aralik iizerinde ve kapali araliklar iizerinde
bir boyutlu hipergruplar olugturulmustur. Araligin kapali oldugu duruma karsilik gelen
sonuglar ve yar: aralik oldugu durumda da bazi yorumlar ele alimmigtir. R, iizerinde bilinen
biitiin hipergrup érnekleri R, {izerindeki Sturm Liouville(S-L) simir deger problemlerinden
elde edilmektedir, elde edilen ¢oziimler olugturulmus olan hipergruplarin karakteristikleri
ile cakigmaktadir. Bu ydntemde ortaya ¢ikan konvoliisyon Sturm Liouville operatériiniin
tamimindaki fonksiyona baghdir. R iizerinde klasik Sturm Liouville konvoliisyonlar: ile
igslem yapmak i¢in konvoliisyonun geometrik cebirsel 6zellikleri uygundur.



ABSTRACT

In this thesis, which has four section, one dimensional hypergroups on the half line
and on the compact intervals will be constructed. We shall perform the construction in
some details on the half line and only quote the corresponding results for the compact case.
It turns out that all known examples of hypergroups on R, arise from Sturm Liouville(S-
L) boundary value problems over R, where the solutions coincide with the characters of
hypergroup being constructed. The convolutions generated in this way clearly depend on the
function defining the underlying Sturm Liouville operator. Its geometric algebraic properties
are suitable means to classify Sturm Liouville convolutions on R .



TESEKKUR

Bu caligmay1 oneren, yonlendiren ve her daim destegini esirgemeyen, ¢ok kiymetli
zamaninl bana ayirarak engin bilgisinden istifade ettigim saygi deger danigman hocam
Prof.Dr.Mahir KADAKAL’a ve ayrica yardimlariyla her zaman yanimda olan kiymetli ho-
calarim Prof.Dr.Vagif S. GULIYEV ile Yrd.Dog.Dr.Ali AKBULUTa ve matematik boliimiin-
deki herbir hocama sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Hayatim boyunca her tiirlii fedakarlig
benden esirgemeyen muhterem anne ve babama ayrica tegekkiirlerimi sunarim.
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OZGECMIS



SIMGELER VE KISALTMALAR

% (X) : X kiimesinin bog olmayan kompakt alt kiimesi

f=*xg : f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

BY(K) : K iizerinde [0, o] araligindaki Borel 6lgiilebilir fonksiyonlar: kiimesi
ResgxA - A kiimesinin RX e kisitlamasi

supp(p) :={r € K:x € N, € T, u(N,) > 0}

suppf(x) :=={z € K : f(z) # 0}

T(K) : K kiimesindeki siirekli garpimsal fonksiyonlarin kiimesi

7,:={0,1,2,...}

(p = Ji fly~ * z)p(dy)
(f * = [i fl@*xy )u(dy)
4~ pnin involiisyonu

= [ [(2)(ex *&y)(d2) Va,y € K

CK) ={f: K — C: f— strekli } (K kiimesindeki siirekli fonksiyonlar

kiimesi)

CAK) == {f € C(K) : suppf kompakt}(K kiimesindeki siirekli fonksiyon-
lar kiimesi)

Cy(K) = {f € C(K) : M > 0,Vz € K, |f(z)] < M} (K kiimesindeki
siurh siirekli fonksiyonlar kiimesi)

Co(K) = {f € C(K) : lim f(z) = 0} (K kiimesinde co da 0’a yakinsak

stirekli fonksiyonlar kiimesi)
MY(R,) : R, iizerindeki olasihk &lgiisii
M(K) :={p : p—radon 6lgiisii} (K kiimesindeki radon 6lgiileri)

MY(K) :={pu€ M(K) : ||u|]| < oo} (K kiimesindeki sinirli radon dlgiileri)



MYK):={pe M(K) :||u| = 1;x > 0 (Olasilik fonksiyonu)
Sturm-Liouville : S-L

Chébli-Triméche : C-T



1 GIRIS

Hipergruplar teorisi analizde énemli bir yeri olan topolojik vektor uza-
ylarinda 6nemli bir yere sahiptir.

Hipergruplar teorisinde 6rnekleri olarak birkag diferansiyel operatoriin
ayni zamanda Sturm-Liouville operatoriiniin dogurdugu Sturm-Liouville Hiper-
gruplart Harmonik Analizin uygulamalarinda 6nemli bir yer tutmaktadir.

Harmonik Analizde Sturm-Liouville Hipergruplari ile ilgili bir ¢ok prob-
lemi Sturm-Liouville Hipergruplar: analizi etrafinda bilimsel olarak olusturul-
masina imkan vermektedir.

Sturm-Liouville fonksiyonlar:
A=R, —-R

doniigiimiinde A € C(Ry), her » € RY igin A(z) > 0 ve Resp<A € C'(RY)
olmak tizere tamimlanmaktadir.

Sturm-Liouville Hipergruplar1 Walter R. Bloom ve Herbert Heyer [1],
Zeuner Hm. [2] ([3], [4], [5], [6]) gibi birgok matematik¢i tarafindan ¢alisilmigtir.

Bu tezde Sturm-Liouville Hipergruplar: tanitilarak uygulamalarina il-
igkin baz1 6rnekler verilecektir.

Tez dort boliimden olugmaktadir.

Ikinci béliimde ileride kullanacagimiz baz temel tanim, teorem, lemma
ve Onermeler verilmigtir.

Uciincii boliimde Sturm-Liouville Hipergruplar: ve uygulamalar: hakkinda
bilgi verilmigtir.

Dordiincii boliimde Sturm-Liouville Hipergruplarina ait bazi érnekler
verilmigtir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ileride kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem, lemma ve
onermeler verilmistir.

Tanim 2.1 X hausdorf uzay olsun. Vo € X, 3K € N(z) K kompakt ise X
hausdorff uzayina local kompakt hausdorff uzay denir.

Tanim 2.2 (G,.) local kompakt topolojik grup olsun. G nin kompakt alt
kiimelerinin dogurdugu sigma cebiri B olsun.

g€ G, EE€B, pgE) = u(E)

VK € B kompakt u(K) < oo

w(E) =inf{u(U) : £ CU,U agk}
u(E) = sup{u(K) : K C E, K kapali}

11

olacak gekilde tanimlanan p 6lgiisiine Haar 6l¢iisii denir.

Tanim 2.3 X bir topolojik uzay olsun. Eger her x,y € X | z # y i¢cin x ve y
yi birbirinden ayiran ayrik agik kiimeler varsa X e Hausdorf uzay denir.

Tanim 2.4 K bos olmayan lokal kompakt Hausdorf uzay1 olsun. Asagidaki
sartlar saglanirsa, (Mb (K), +, %) ticliisii bir Hipergrup olarak adlandirilacaktir.

HG 1) (M°(K),+) vektor uzayi ikinci islem olan * 1 bir cebir olarak kabul
ediyor.

HG 2) z,y € K verilsin, ¢, x ¢, € M'(K) ve supp(e, * ¢,) kompakttir.
HG 3) K x K dan M'(K) ya olan (z,y) — €, * ¢, doniisiimii siireklidir.

HG 4)
Kx K —%(X)

(2,y) = supp(e, * €y)
doniistimii siireklidir.

HG 5)Her z € K i¢in €, * €, = €, x €, = €, olacak gekilde K nin mutlaka
tek bir e elemani vardir.

HG 6) Her z,y € K igin (e, * €,)” = ¢, * €, olacak sekilde mutlaka bir tek
involiisyon ( Her z € K igin (z7)~ = z ozelligi ile kendi {izerine K nin
x — x~ homeomorfizmi ) vardir, burada p~ involiisyon altinda p niin

goriintiisiinii gosterir.



HG 7) z,y € K i¢in e € supp(e, x¢,) S x =y .

Tanim 2.5 En az biri o-sonlu olan f,g € B(K) igin K {izerinde f * g kon-
voliisyonu

(e = [ Fo gl en(ds) = [ (T g do
ile tanimlanir.

Eger hemen hemen her yerde f = f’, local olarak hemen hemen her
yerde g = ¢’ ve f o-sonlu ise o halde her yerde f x g = f’ % ¢’ oldugu anlamda
bu konvoliisyonunun iyi tanimlanmig oldugunu arastirmak zor degildir. Not
edelim ki, eger f veya g o-sonlu ve eger (f,,), (gn) sirasiyla f ve g ye yakinsayan
B*(K) da azalmayan diziler ise o halde f, x g, — f * g dir. Eger (|f] % |g|)(2)
[0,00) da varsa o halde (f * g)(z) vardir, ve |(f x g)(z)| < (|f] * |g])(x) dir.

Tanim 2.6 p, B(R) cebiri tizerinde bir 6l¢ii X de hausdorff uzay olsun.

i) Be B, u(B) =sup{u(K) : K C B, K kompakt}
i) Ve e X, 3INeN(z), wpN)< oo,

yukaridaki sartlar saglaniyorsa p ye Radon 6l¢iisii denir.

Tanim 2.7 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimh genigletilmis

reel degerli bir B
p:A—R=RU{—o0,00}

fonksiyonu

i) u@) =0
i) VA € Aigin u(A) >0
iii) Her ayrik (A,) dizisi igin p(U,~; An) = >0y u(A,) Ozeliklerini saglarsa

bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca 0l¢ii adi verilir.

Tanim 2.8 Involiisyonu 6zdeslik déniisiimii olan bir hipergrup Hermitian olarak
adlandirilir. Her Hermitian hipergrubun degismeli oldugunu

€x %€ = (€% €)) = €y- *€,- =€, %€
esitliginden gormek kolaydir.

Tanim 2.9 Ve € X, f: X =Y | f(f(x)) =z ise o halde f bir involiisyon-
dur.



Tanim 2.10 Circle grup, tam degeri 1 olan biitiin kompleks sayilarn ¢arpim
grubudur, T ile gosterilir.Ornegin; kompleks diizlemdeki birim daire.

T={ze€C:|z| =1}
Tanmim 2.11 Eger Vu,v € M°(K,) igin

P xv) = (1) x 7(v)

T(p) =7(n)”

ve Vo € K i¢in 7(e,) bir nokta olgiisii ise
T MP(K)) — MP(K))

dontigiimii bir (hipergrup) homeomorfizm olarak adlandirilir. Eger
7 MUK S ME(K)

ise izomorfizm olarak adlandirilir.

Teorem 2.12 f € B(K) x,y € K i¢in

flxxy) = /K fd(ey xey)

integrali varsa f nin = ten y ye soldan doniigiimii

T*f(y) = flzxy)
ve f nin x ten y e sagdan doniigiimii

Tof(y) = fy * x).
Ayrica

(T*p)(f) = (T" f)
ve up € M(K)veVf e CJ(K),z € K igin

(Tx,u) (f) = M(T’ch)

Ayrica f € C.(K) iken
T f € C(K)

oldugu kolayca goriiliir.

Lemma 2.13 Asagidakiler dogrudur.

i) (z,y) = f(x*y) doniigimi B(K x K) ya aittir.



ii) Eger z,y € K ve |f|(z *y) sonlu ise f(z *y) tanimh olup

|f(zxy)| < |fl(xz*y)
dir.

i) T¢f,T.f € B(K).
i) Ji fdlpxv) = [y [ f@xy)p(do)v(dy).
v) fK T fdp = fK fd(es * p).

vi) Tof(y*z) =T.f(zxy).
Tanim 2.14 A, B C K igin A* B := U{supp(e, xe,) : x € A,y € B}.
Onerme 2.15 (AxB)NC # 0 <= BN (A~ xC) # 0.
Onerme 2.16 y,v € M*(K) verildiginde
(i) supp(p * v) C (supp(p) * supp(v))*
(i) supp(p = v) = (supp(p) * supp(v))® p,v =0
(iil) supp(p * v) = supp(p) * supp(v) p,v € M4 (K) dir.

Tanim 2.17 f g € B(K) i¢in en az bir tanesi o sonlu ise K kiimesinde f * g
konvoliisyon tanimi

(fxg)(z /fx*y Twi (dy)

dar.

Lemma 2.18 f,g € B(K) ,p,q € [1,00] ile 2 +— =1ve|f|| <oovelgl|, < oo
oldugu farzedilsin. Bu durumda;

(i) f* g~ streklidir ve ||f % g~ Hoo < |Ifllpllgll, dir.
(i)l <p < oo iken f* g~ € Cy(K) dir.

(WD) flls < 0o ve llglly < ooise [[f * gllp < [[fllllgll, dir.



Tanmim 2.19 p € M*(K) ve f € B(K) ,

(i) (0 = [ [y~ = 2)pu(dy) ve

(i)(f * = Ji Flaxy )u(dy)
Lemma 2.20 € M°(K) ve f,g € B(K) olsun.

(i), o sonlu ise u  f de o sonludur.

()] fllr < oo ise (u* flwk = p* (fwk) -

(ii)[[ fll < oo ise [u(u+* fdwr = p(K) [ fdwr.

(iv) f veya g den birisi o sonlu ise [, (u* f)gdwi = [ f(u™ * g)dwr .
Onerme 2.21 (i) f € Cy(K), pu€ M*(K)ise ux* f € Cyo(K) ve

1% flloo < el flloo
dir.

(il)f € Co(K), pe M(K)ise ux f e C(K) dir.
(i) f € Co(K), pe M(K)ise ux* f e C.(K) dir.

(iv)f € Co(K), pe MYK)ise u* f € Cy(K) olup bu durumda
To — limp = p || % f — p* flloo — 0 dir.

Lemma 2.22 pu,v € M°(K) ve f € B(K),u* f € B(K) i¢in

[ wsar= [ i) = [ (£

(s (v f) = (uxv)* [
(i) s (f % v) = (% f) v

(i) (u* f)~ = f~

Teorem 2.23 f € B(K) olmak tizere
(i) a— diizgiin stirekli ise € > 0 verildiginde e nin w agik komsgulugu varsa
z,y € K ve (e ¥ €, )(W) > 0 ve |f(z) — f(y)| < e dur.

olup ayrica



(ii) f— diizgiin siirekli ise € > 0 ve xy € K iken zg m U,, komgulugu vardir
oyleki Vo € U, icin || T7f — T f|leo < €

(iii) y— dizgiin siirekli ise z,y € K (e, x€,~)(W) > 0olup || T7f =TV f]loo < €
olur.

Tanim 2.24 Eger her kompakt ¢ C K ve her £ > 1 igin n — oo iken
wi (C™) = o(k™) elde edilirse o halde bir K hipergrubu subexponential biiytik-
liige sahiptir.

Tanmim 2.25 Eger her kompakt C' C K igin n — oo iken wg(C™) = O(n*)
seklinde k := k(C) > 0 varsa o halde bir K hipergrubu polinomial biiyiikliige
sahiptir.

Tanim 2.26 Eger bir K hipergrubu subexponential biiyiikliige sahip degilse
exponential biiyiikliige sahiptir.

Teorem 2.27 K, A € C*(R,) Sturm-Liouville fonksiyonu ile (R, ,*(A)) sek-
linde bir Chébli- Trimeéche hipergrubu olsun, ve m;, onun Plancherel 6l¢iistinii
gostersin.

i) agagidaki durumlar denktir.

a) K subexponential growth dir.
b) KA = Supp(wk)
c) K" = Ty(K)
d) p=0

) p

e) p > 1 icin K hipergrubu siralama p nin Kunze-Stein 6zelligini kabul

etmez.

ii) supp(my) = Ry



3 STURM-LIOUVILLE HIiPERGRUPLARI VE
UYGULAMALARI

Bu béliimde Sturm-Liouville Hipergruplar: ve uygulamalar: hakkinda
bilgi verilmigtir. Hipergruplarin olugturulmasinda Sturm Liouville operatoriiniin
temelini olugturmak igin ilk olarak Sturm Liouville fonksiyonlarinin tanimlan-
masi ile baglanmigtir.

Tanim 3.1 A € C(Ry), her # € RY i¢in A(z) > 0 ve RespxA € CHRY)
olmak iizere Sturm Liouville fonksiyonlari

A::R+—>R

seklinde doniigtimlerdir. ag > 0 , sifirin bir komsgulugundaki her x igin

dir.

SL 1. asagidaki ilave sartlardan biri olur.

SL 1.1. (sifirdaki singiilerlik) ap > 0 ve oy € C*(R), bir tek fonksiyon
olan a; (A(0) = 0 olmasini igaret eder).
veya

SL 1.2. (sifirdaki regiilerlik) ap = 0 ve a; € C*(R;) (A(0) > 0 olmasin
isaret eder).

SL 2 B(0) > 0 ozelligini saglayan 8 € C*(R,) vardir, AZ/ - B, RX
tizerinde negatif degildir ve azalandir, ve ¢ := 18" — 14% + %B R tizerinde
azalandir.

b

i) A/((;)) >0, VzeRE =(0,00),

.o / . .
ii) AX — B, R iizerinde azalan,

Y / .. .
iii) ¢q:= %ﬁ’ — ;1152 + 547157 R tizerinde azalandir.

A iizerinde yukaridaki kabuller istenen Sturm Liouville problemine gotiirtir.

10



Uyar1 3.2 SL 1.1. kabulii A sadece ve sadece sifirin bir komgulugundaki her
T i¢in

A(x) == x%¢(x)
oldugu durumda saglanmaktadir, burada ¢, ¢(0) > 0 sartiu saglayan C*°(R)
sinifindan bir ¢ift fonksiyondur.

Ornek 3.3 Chébli-Triméche fonksiyonlar asagidaki ilave kabulleri saglayan
SL 1.1. tipinin A Sturm-Liouville fonksiyonlar1 olarak tanimlanmaktadir.

A/

— >0

1>

azalandir ve

lim A(z) = oo

T—r00

ile A artandir.
Bu durumda SL 2. g := 0 ile yerine gelmektedir.

Ornek 3.4 Levitian fonksiyonlar1 A € C?(R..) ilave sarti ile SL 1.2. tipi olarak
tammmlanmaktadir. Eger A’(0) > 0 ve ¢ := %B’ + ;1162 azalan (8 := %,) ise bir
Levitian fonksiyonu A SL 2. yi saglar.

Teorem 3.5 A uygun gelen bir 8 fonksiyonu ile SL 2. yi saglayan bir Sturm
Liouville fonksiyonu olsun. O zaman

limsup (z) > —o0

T—00

dir.

ispat. Aksini kabul edelim: Yani
lim B(z) = —o0

T—00
saglanacak gekilde her © € [zg,00[ i¢in P(z) < 0 olacak sekilde zo > 0
vardir. Ustelik , 62 +4q(z) > 0 ozelligini saglayan 63 > 0 vardir ve x € [xg, 00|
oldugu durumda

A/
) < () + b
dir. Ancak
/ 1 2 / ]‘ 2 A/
B+ 87 +6B < B — 7+ —8=2q < 2q(x0)
2 2 A
ve buradan

§ < 24(x0) — 557~ b

11



dir. Bu ise [x1, 00| aralig: {izerinde

5"‘50 / 5, 1
—(arcoth S S
’Yo( Yo ) (B+00)2 =75 ~ 2

oldugunu gosterir. Burada = > z7 igin 5(z) < —dg — 7o olacak sekilde segilir,
ve

0 = (dg(xo) + 62)2

dir. Sonug olarak her x > z; igin

—B(x) + % > arcoth—ﬁ(gjl) + % + %(m — 1)

Yo Yo

dir. Bu ise istenen celigkidir. m

0 > arcoth

Sonug 3.6 Her z € RY i¢in

(i) 2=

dir.

ispat. R % lzerinde

AN ? A2
(3) 2= (525)
I\ 2
(g) Y

elde edilir. Kabul edelim ki her € > 0 i¢in zy vardir oyleki her x > xq i¢in

dir ve buradan

(%(@)2 +28(x) < —e < 0

dir. O halde her = > z i¢in

B(z) < —5

dir. Ancak buradan
lim B(z) = —o0
XTr—r00

bagintisi elde edilir, bu ise ¢eligkidir.

SL 2. ve karsilik gelen 8 fonksiyonunu saglayan bir Sturm-Liouville A

fonksiyonu i¢in azalan
1
A/ 2 2
= — 23

12



fonksiyonlarim ve R {izerinde 23" = v — (8 + &)? ile iligkili olan
A
o = Z — 6

fonksiyonlarini ortaya koyuyoruz. Ustelik

AT .
pi= lim (y(z) — a(z))
ve pli=p' N0 dir. m

Yukaridaki gosterim bi¢ciminden yararlanarak agagdaki teorem elde edilir.

Teorem 3.7 Asagidakiler gecerlidir.

i) RY tizerinde v — & > p”

ii) z¢ € Ry ve ¢ > —xy vardir ve bu durumda [0, z[ fizerinde —y — & < p”
ve her = € [z, 0] igin

diir.
ispat.

i) p' >0 i¢in
1

0<p = (lim a(z)? + 4 lim q(a:)) * — lim a(z)

T—00 T—00 T—00

elde edilir. Buradan
q > lim g(z) >0

T—00
dir ve boylece
1
v—a=(a(r)+49)? —a>0=p"
bulunmus olur. Eger p’ < 0 ise g(z) > 0 sartin1 saglayan her z € R i¢in

V(@) —a(z) =2 0> p"

elde edilir. {z € R} : ¢(x) < 0} (bos olabilir) aralig) tizerinde
v —a = (a* +4q)? — & azalan oldugundan dolay1 bu 6zellik her z € R}
icin

V(@) = a(x) = lim (v(y) — ay)) = p' = p"

Y—+00

oldugunu gosterir.
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ii) p' > 0 durumunda
zo = inf{x € R} : —y(z) — a(r) = 0} (e R,)
seklinde segilir. —y —a fonksiyonu artan ve pozitif olmayan oldugundan

)l = {81@:) SIS

elde edilir. Boylece [zg, 00| araligh {izerinde v = a@ = 0 28 + 32 =
sonucu elde edilir. Bunun ¢oztimleri 6nermemizin ifadesinin 3 fonksiyon-
laridir.

p < 0olsun. —vy —a

—lim~y(z) —lima(z) < p
degerine dogru arttigindan

)=t = {7 TR

elde edilir. Burada
xo = inf{x € RY : —y(z) — a(x) = p'} € Ry

dir. Bu egitlik [zg, 0o[ araligi tizerinde v & nin sabit oldugunu ve bundan
dolay1 [zg, 00| tizerinde v = 0 ve &(x) = —p' oldugunu gosterir.|xg, 00|
iizerinde ¢Ozlimleri S olan

26"+ (B —p)?=0
denklemi elde edilir.
Bu ise gosterilmesi istenen formdur. m
Yukaridakilerden yararlanarak agagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.8 i) Her z € R, i¢in f(x) > p”
i) lim, 00 B(z) = pf
iii) lim, o 5'(2) =0

ispat.

i) Teorem 3.7 min ii) sikkindan = € [z, oo oldugunda B(z) > p” sonucu
elde edilir. Enaz z; < x¢ i¢in f(x1) > p” oldugunu gostermemiz bir
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geligki verir. 5(0) > 0 > p” oldugundan Teorem 3.7 nin ii) sikkinin bir
diger uygulamasi enaz xrs < x; igin

—y(x2) — a(x2) < Blxa) < p"

oldugunu gosterir. Ortalama deger teoremini uygulayarak 5'(x2) < 0 elde
edilir. Ancak, o zaman

—y(22) — a(z2) < B(z2) < p" < v(x2) — A(22)
olacagindan ('(x2) > 0 olur. Bu bir geligkidir.

ii) € >0,z € RY olsun ve z; € [y, 00[ lizerinde v — & < p' + L¢ esitsizligini
saglasin. O halde B(z) > p' + € ile her = > z; i¢in

diir ve boylece
limsup 8(X) < p' +¢

T—r00

dur. p/ < 0 iken bulmus oldugumuz sonug 5 > p” = p’ oldugu durumda 6ne
stirtilen idday1 verir. p’ > 0 olsun. f(x) < p’ ve her z > 0 i¢in

Blx) 20> —y(zx) — afz)

elde edilir. Burada 0 = —y(z) — &(x) esitligi Teorem 3.7 nin ii) sart1 ile gegerli
degildir. Sonug olarak 3(z) < p’ oldugunda f’'(z) > 0 dir ve bundan dolay1

liminf B(x) > p’
T—>00
dir.

iii) Bu limit
Iim (8(@) = 7(x) + d(z)) = 0

esitligi ile birlikte her x € R i¢in gecerli olan
28'(x) = () = (B(z) + &(x))*

esitliginden ortaya ¢ikar.
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Boylece ispat tamamlanmig olur. m

1A Sl 1
= — | _ = — — 1 v = — >
pi=g lim Z(2) =5 + 3 lim a(z) = 3 lim 7(z) 20 (3.2)
limiti vardir ve RY fizerinde
A’
— >0 3.3
i (3.3)

elde ederiz ve ozellikle

A, R, iizerinde artandir. Aslinda

e (-0}

dir burada her z € R i¢in ,

A .
(@) = () + ()

> lim a(z) + min{ lim (y(z) — a(x)) ,0}

T—00 T—00
= min { Jim 7(x), lim a(r)}

= min {Qp, lim d(x)} >0
T—r00
gecerlidir.

3.1 STURM-LIOUVILLE FONKSIYONLARI UZERINDEKI
VARSAYIMLARIN TARTISMASI

Lemma 3.9 SL2 de tanimlanan § fonksiyonu tek degildir ve negatif olmaya-
cak gekilde genelligi kaybetmeksizin segilebilir. Aslinda 8 SL2 yi saglayan bir
fonksiyondur ve € > 0 uygun sekilde segilirse o halde g + € da SL2 yi saglar.

Boylece
lim (%/(g;) - 5(;@)) ~0

T—r00

varsayabiliriz. Ancak o zaman

J = lim (y(x) — a(x)) 2 0

T—00

dir. Bundan dolay1 p” = 0 ve Teorem 3.8 in i) gikki gosteriyor ki 5 > 0.
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Lemma 3.10 Eger 2z — A(cz)(c € R) fonksiyonlar1 A nin tanim 6zelliklerini
saglamasinin yanisira, A nin sagladigi 3.1 ve SL2 yi de saglarsa A Sturm-
Liouville fonksiyonlar: skalar degismezlerdir.

Lemma 3.11 A Sturm-Liouville fonksiyonlar: agagidaki anlamda 6teleme in-
varyantidir. Herhangi zp € RY icin R, tizerinde x — A(x + x¢) fonksiyonu A
nin sagladigi 3.1 ve SL2 nin yanisira A nin tanim 6zelliklerini saglar.

Simdi R {izerinde Sturm-Liouville tip hipergrup yapilar1 tanitacagiz.

Tamim 3.12 Bir A Sturm-Liouville fonksiyonu verilsin. Biitiin f € C?*(R})
igin C*(RY) tizerinde L4 Sturm-Liouville operatoriinii

1 Al !/
Laf == =%/

ile tanimlariz. Ustelik C?(RY) fizerinde [ diferensiyel operatoriinii her u €
C%*(RY) igin

lul(2,y) = (La)ou(z,y) = (La)yu(z,y)

/ /

= tal9) — S (@nl9) + g (9) + S @)

ile tanimlariz. Burada u fonksiyonunun alt indisleri aligilmig kismi tiirevleri
gosterir.

Tanim 3.13 Eger R, iizerinde herhangi bir reel degerli f fonksiyonu ile verilen
bir Sturm-Liouville fonksiyonu A varsa yani her (z,y) € R% i¢in

us(z,y) = s fd(es * €y)

ile tanimlanan u fonksiyonu R iizerinde bir ¢ift negatif olmayan C*°-fonksiyonunun
kisitlamasidir. Bu fonksiyon iki kere diferensiyellenebilir ve

lug] =0 (up)y(z,0)=0  VzeR"
parcgali diferensiyel denklemini saglar.

A Sturm-Liouville fonksiyonu ile tanimlanan bir Sturm-Liouville hiper-
grubu (R4, *(A)) ile gosterilecektir. Eger A Chebli-Trimeche fonksiyonu ise
(R4, *(A)) hipergrubuna Chebli-Trimeche, eger A Levitan fonksiyonu ise (R, *(A))
hipergrubuna Levitan hipergrubu adi verilir.

Onerme 3.14 (K, ) oklidyen topoloji ile saglanan alt uzay ve K := R, veya
0, 1] ile bir hipergrup olsun.O halde

17



i) Ry nin etkisiz elemani 0 dir, ve [0, 1] n etkisiz elemani 0 yada 1 olabilir.

ii) K hermitiandir.

Sonug 3.15 K := R, T, R, veya [0,1] ile herhangi bir (K, *) hipergrubu
degismelidir.

Sonug 3.16 (R, *(A)) bir Sturm-Liouville hipergrubu olsun. Onerme 3.14 ve
Sonug 3.15 de verilen bir boyutlu hipergruplarin genel 6zelliklerinden y € R
oldugunda u¢(y,0) = ur(0,y) = f(y) ve (us).(y,0) = 0 elde ederiz.

3.2 STURM-LIOUVILLE HIPERGRUPLARININ OZELLIKLERI

Lemma 3.17 (R, *(A)) nin bir Haar 6l¢iisii
WR+ = A)\R+

ile verilir. Bir Sturm-Liouville hipergrubunun tanimimdan her z,y € R icin

/0 " A(w) A() (g (o, w0 = / " A)A(w)(ug), (0, )

sonucu ¢ikar.

f enaz a > 0 i¢in supp(f) C [0, a] ile R iizerinde bir ¢ift nonnegatif C'>°-
fonksiyonunun kisitlanmasi olan R, {izerinde bir reel degerli fonksiyon olsun.
O halde xy > 0 verildiginde her v < xy ve y > ¢ + a igin

supp(f) N supp(e, x €,) C [0,a] N[y —v,y+v] =0
elde edilir. Dolayisiyla (uy)(v,y) = 0 dir ve sonug olarak

& ([ recwaw) ' = [t m A
05 | AwA@ e
=0

dir. Bunun anlam fR+(f % €z)(w)A(w)dw = € Ry i¢in

/ (f * €,)AdA\r, = fAdNg,
R4

R4

dir. Ancak, bu A\g, Olciimiiniin 6teleme degismezidir.
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Lemma 3.18 (R, x(A)) iizerindeki bir kompleks degerli ¢ fonksiyonu ¢arpim-
saldir, ancak ve ancak ¢

Lap=s6 seC,  ¢0)=1, ¢(0)=0
baglangic deger probleminin bir ¢6ziimiidiir. Ustelik s € R olmak tizere ¢ := ¢,
¢oziimi her x € R, icin
o(z7) = o(x)
esitligini saglar. 3.4.2 Onermesinden (R,,*(A)) Hermitian oldugundan, bu
ozellik reel degerli olan ¢ ye denktir.

Yukaridaki baglangi¢ deger probleminin herhangi bir ¢6ziimiiniin ¢arpim-
sal oldugu aciktir. Aksine, basit bir hesaplama R, {izerindeki herhangi bir
carpimsal ¢ fonksiyonunun iki kere siirekli diferansiyellenebildigini gosterir.
Her z,y € R} icin

iy = (2)0(y)

seklinde tanimlanan ug fonksiyonu
lu] =0, uy(z,0) =u,(0,y) =0
kism diferansiyel denkleminin ¢éziimii oldugundan dolay1 her z,y € R} icin

" A/(x) / — bz 1" A/(y) /
(¢ + G0 ) o) = o) () + 00 )

elde edilir ve dolayisiyla € R oldugunda &yle s € C vardir ki

() + S o) = —s0la)
yada I
Laole) = ~¢'(o) = 06 (0) = s0(a)

esitliklerini yazabiliriz.

Tanim 3.19 Chébli-Triméche hipergruplar: Sturm-Liouville sinir deger prob-
lemleri ile iligkili olan (0, 00) {izerinde hipergruplardir. A Sturm-Liouville op-
eratori

Pf Al)df

Lf=——%—
/ dz?  A(x) dz
ile tamimlanir, burada A fonksiyonu p > —% ve B diizgin c¢ift fonksiyon
oldugunda
Al(z)  2p+1
= B
A(x) x +B(@)

seklinde 6zellige sahiptir. Genellegtirilmis 6teleme operatorii hipergrupu (0, co)
tizerinde TV f(x) = uys(z,y) ile tammlamr, burada v = vy Lyu = Lyu yu
tanimlar ve her x icin u(x,0) = f(x), u,(z,0) = 0 dir.
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3.3 CHEBLI-TRIMECHE HIPERGRUPLARININ ORNEKLERI

Ornek 3.20 Bessel-Kingman hipergruplar: burada her z € R, ve enaz a > 0
icin
dir.

Ornek 3.21

a > 0 i¢in €, ve ¢, Dirac ol¢iileri arasindaki bir konvoliisyon

T
= s na—1
€g * €y = Ca/ €arcosh(cosh x cosh y+sinh x sinh y cos t) s1n tdt
0

ile tanmimlanir, burada z,y € R, ve
I(3(a+1))

Cq i = — ="

7l (a)

+

dir. (R, ) hiperbolik hipergrubunu
supp(es * €y) = [z — y|, = + 9]

esitligini saglayan a > 0 parametresi ile elde edilir, burada x,y € R, dir.

Ornek 3.21 nin hiperbolik hipergruplar: burada biitiin = € R, ve baz
a > 0 i¢in
A(x) :=sinh" z
dir.

3.4 LEVITIAN HIPERGRUPLARININ ORNEKLERI

Ornek 3.22 G//H hipergrubu G := R () Z, grubundan ¢ikmaktadir ve onun
alt grubu A =1 ile H := 7Z, dir.

Ornek 3.23 cosh hipergruplar: burada her z € R, ve enaz a > 0 icin
A(x) := cosh®x

dir.

Ornek 3.24 Karesel hipergrup her z € R, icin
A(x) :== (1 +2)?

ile tanimlanir. (Zeuner(19922), Ornek(4.10))

20



Sonug 3.25 A Sturm-Liouville fonksiyonunun taniminin (Lemma(3.10) de tanim-
landigr gibi ) 6l¢iim doniigiimleri Ry tizerindeki hipergrup yapisim korur, A
nin dontsiimleri Lemma (3.11) de tammlandigr gibi) (R, *(A)) nonizomorfik
hipergruplarmi verir. Bu ayrim Ornek (3.20) (a=2 icin) ve Ornek (3.24) ile
gosterilmigtir.

3.5 KONU ILE IiLGILI BIR SINIR DEGER PROBLEMI

B C'(R,) dakeyfi bir fonksiyon olsun. R, iizerinde B , A ve & fonksiy-

onlar1 sirasiyla
1 xT
B(z) := exp (5/ ﬁ(t)dt)
0

A(z) == él((;))g,
i) = ) = ) - 5(0)

ile tanimlanir, burada = € R, dir. Ustelik, C’Z(Rf) iizerinde [ kismu diferen-
siyel operator her v € C2(R%?) igin

o](7,y) = vea(,y) + (2)va(z,y) — q(@)v(2,Y) — vy (,9)
—a(y)vy(z,y) + q(y)v(z,y)

seklinde tanimlanir, burada yukarida oldugu gibi
1, 1, A
=0 T af
dir. Acikga

v(z) == B(z)B(y)u(z,y)
oldugunda

ol(z,y) = B(x)B(y)l[u](x, y)

dir. Sonug olarak =,y € R} icin u

] =0, u(e,0)= f(2) u(0,y)=/(y) u(0.y)=0
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siir deger probleminin bir ¢6ziimiidiir, ancak ve ancak v , z,y € R} icin

l(v) =0
o(w,0) = Bo)f(2),
0(2,0) 1= ZB0)B() (),
v(0,y) = f(y),
0:(0.9) = ZB0O)BW) ()

sir deger probleminin bir ¢dziimiidiir. Sonugta her (z,y) € R i¢in

vi(z,y) = B(x)B(y)uys(z,y)

ile birbirleriyle iligkili olan uygun baslangi¢ deger problemlerinin u; ve vy
(kabul edilebilir bir f fonksiyonu i¢in ) ¢oztimlerini géz éniinde bulunduralim.
0<y<zicn

Apy={En)eR E+n<z+y, {—n>x—y}
dar.

Lemma 3.26 v € C?(R?%) verilsin. Her 0 < y < x igin agagidaki integral
denklemi elde edilir.

A(2)Aly)o(z.y) = %A(O)(A(af —y)v(z = y,0) + Alz + y)o(z +y,0))
+]0+_[1+IQ+]3_]4

dir. Burada

B A(O) Tty
o= [ Aen(e 0
I = % /OyA(g)A(x —y+&)al) +alr —y+)v(x —y+ & €)dE,
Bi= 5 [ A©A +y =G0 ~ale +y— ol +y - €O
hi=s [ AOAO) - a€)ule. Odede,
L
=g [ A©AQTE et

dir. Bu denklem kismi integrasyon ile /| [v] nin tammmindan ¢ikmaktadir.

Lemma 3.27 Eger uy
lug] =0 us(x,0) = f(x), (uf)y(z,0) =0 0<y<=zx

22



kismi diferensiyel denkleminin bir ¢éziimii ise o halde Lemma (3.26) deki inte-
gral denklemi

ABO) [ AGg)
= 2O [ e
olmakla beraber
Awteste) = 25 (GE=0 1w -0 + 5D+ )

+lo+ 1L + I+ I3
seklinde tekrar yazlabilir. Burada I , I ve I3, Lemma (3.26) de tanimlandig:
gibidir.
Lemma 3.28 f € C5(R;) olmak tizere uy

lug] =0, r,y € Ry

i) ’U,f<l’,0) = uf<0>x> = f(q:),
ii) (Uf)y(xv O) =0,
i) (u7)a(0,) = 0

hiperbolik Cauchy probleminin ¢éziimiidiir.

Teorem 3.29 A (3.1) ve SL2 yi saglayan bir Sturm-Liouville fonksiyonu ol-
sun. Her f € C*(R,) ¢ift fonksiyonlar: i¢in

up(z,y) = | fd(es *€y)
R
olmak iizere her z,y € R, i¢in
supp(ex x €) C [lx —yl,z +y]

ozelligini saglayan €, * ¢, € M*(R,) vardir.

Ispat. f > 0, R iizerinde bir C*™ cift fonksiyonunun R, ya kisitlamasi olsun
ve

vi(z,y) == Bx)B(y)us(2,y)
olsun, burada SLy de tanimlanan /3 fonksiyonu i¢in

Blz) = exp G /Oxﬂ(:c)dt)

dir. Her z,y € R? i¢in vy(x,y) > 0 oldugunu gésterelim. Bunu gérmek igin

W'+ ay —qp>0,40)>0 ve 3 >0
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esitsizligini saglayan ¢ € Co(Ry) y1 seceriz. Her z,y € Ry i¢in W = ¢(y) ile
tanmimlanmig olsun. O halde

l(w) <0, w(z,0) >0 wve wy(xz,0)>0

dir. Iddamizi kanmitlamak icin biitiin € > 0 icin vy + ew > 0 oldugunu goster-
memiz yeterlidir. Varsayalim ki, A, iizerinde € > 0 ve

vp(w,y) + ew(w,y) =0

seklinde z > y > 0 (yada alternatif olarak x<y) ve vy + ew > 0 var olsun. Bu
kabuller altinda £ € R, oldugunda Lemma (3.26) deki integral denkleminin
sag tarafindaki ilk toplam f(§) > 0 ve w(¢,0) > 0 oldugundan nonnegatiftir.
Ustelik, her £ € R, i¢gin

B(0)

(Uf + Ew)y(ga O) = TB(g)f(g) + Ewy(gw 0) Z 0

oldugundan [y > 0 elde ederiz. I; den I, e kadar olan integraller i¢in ilk 6nce
integrasyonun tanim kiimesinde gegerli olan v; + ew > 0 kabuliinii géz 6niinde
bulunduralim. Gergekten & > 0 dan I; > 0 sonucu ¢ikmaktadir, I, > 0,
a > 0 azalaninin bir sonucudur, I3 > 0 durumu ¢ nun azalan olmasi ile ortaya
¢ikmaktadir ve ~ ~

Ivy + ew] = el[w] < 0

esitsizliginden I, < 0 gtkmaktadir. Ancak o zaman Lemma (3.26) deki integral
denklemi bir geligki olan

0= A(x) AW)(v, + ew)(w.y) = ~1s > 0

sonucunu vermektedir. Sabit x,y € Ry i¢in f — wuy(zr,y) doniiglimiiniin
CP(R ) nin bir yogun D alt uzay1 iizerinde bir pozitif lineer fonksiyonel oldugunu
gosteriyoruz. Boylece her f € D i¢gin

Uf(l', y) = fd(ex * 6y)
Ry
esitligini saglayan €, * ¢, € MY (R;) vardir. f := lg, igin uy = Ig: elde
ettigimizden her x,y € Ry igin €,%¢, € M*(R,) durumu olmahdir. (z,y) € Ry
elemanlarina bakarak wu; fonksiyonunun diferansiyel denklemi saglamasindan
dolay1 uy i¢in
Supp(ex * Ey) - HZL‘ - y|a T+ y]

oldugunu goriiriiz. =

Sonug 3.30 Teorem (3.29) iin Ozellikleri ile €, * €, olasilik Gl¢iistiniin varlig:
belirlendigi zaman, R, {izerinde herhangi local siirh fonksiyon igin tanimlanan

vi(z,y) == B(z)B(y) | fd(e, *¢y)

Ry
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ifadesinin Lemma (3.27) deki integral denklemini sagladigi gésterilebilir. Ispat,
eger (fn)n>1 uygun anlamda f e, birincisinde keyfi stirekli f fonksiyonlarina,
daha sonra yar1 siirekli olanlarina ve en sonunda tiim yerel sinirli fonksiyonlara
yakinsarsa (vy, ),>1 dizisi vy e yakinsadigindan integral denklemi R {izerindeki
biitiin yerel sinirli f fonksiyonlarina genisletilebilecegi gercegine dayanmak-
tadir.

z,y € Ry icin €, * ¢, Ol¢iisiiniin destegi ile ilgili bir detayh bir calisma Zeuner
19922 tarafindan Onerme (3.9) da verilmistir.

Lemma 3.31 A, (3.1) ve 3, ¢ fonksiyonlar ile tanimlanan SL.2 yi saglayan
bir Sturm-Liouville fonksiyonu olsun, daha 6nceden se¢ilmis olan

. A
Oé—z—ﬁ

ifadesi sifira yakinsar.

o :=sup{z € Ry : q(z) = ¢q(0)}
v x1 = inf{z € R, : a(x) =0}

genigletilmis reel sayilarini tanimlariz. Daha sonra agagidaki durumlar gergek-
lesir.

Sonug 3.32 Eger g = 0o , 3 = 0 ve 5(0) = 0 ise o halde biitiin z,y € Ry
icin

supp(ez * €) = {[z —yl,z +y}
dir.

Sonug 3.33 Eger 0 < 29 < 0o, 1 = 0 ve 3(0) = 0 ise o halde

{lz —yl,z +y} r+y<xzo Iise
supp(ez *€y) = ¢ {le —yl} U2z —z —y, o +yl v,y <zg <z +y Iise
[|I—y|,l’+y] x\/nyo ise

Sonug 3.34 Eger xp = 00, 0 < 27 < oo ve 5(0) = 0 ise o halde

SU (e *e): Hﬂf—y‘,x—i—y] r Ay <2x; ise
T o —yl,201 + |z —y|]U [z +y =221, 2 +yl v Ay > 22, ise
Sonug 3.35 Eger xy < 311 < x¢ < 0o ve $(0) = 0 ise o halde

|z —yl,z+y], x Ay < 2z ise veya x V y > xg — 7 ise,
supp(egxey) = < [z —y|, 221 + |z —y|]U [z +y — 221, 2+ y], 221 < x Ay ise
veya x Vy < xy — X1 ise,

25



Sonug 3.36 Eger xy < 3z7 veya 5(0) > 0 ise o halde biitiin z,y € R, igin

Supp(QJc * Ey) = HiIZ’ - y\,x + Z/]

dir. Bu durumlar ispatlamak yerine Sonug (3.32) durumunda ne oldugunu
aciklayacagiz.

Sonug (3.32) kabuliinden

ve ) .
_ _ Q2 =Y
q(O)—Q—4ﬁ + 50

sonucu elde edilir. 4(0) = 0 sinir kosullar1 altinda bu diferensiyel denklemin
¢oziimi her x € Ry icin
B(x) = 2¢; tanh(cyx)

ile verilir, burada ¢? := ¢(0) dir. Sonug olarak, c; > 0 ve ¢; > 0 olmak iizere
her z € R} i¢in
A(x) = ¢y cosh?(ciz)

dir. Bu (R, %(A)) Sturm-Liouville hipergrubunun cosh hipergrubu olduguna
isaret eder ve dolayisiyla z,y € R oldugunda

Supp(ex * 6y) = {|l’ - y|7'r + y}

dir. Benzer gekilde , § vasitasiyla uygun gelen yukaridaki diferensiyel denklem-
den Sonug (3.33) den Sonug (3.35) e kadarki durumlar igin

A(x) = ¢y cosh? (e + co)

sonucu elde edilir, burada ¢y, c1,co € Ry, ¢y > 0 ve ¢ > 0 dir. Belirlenmig bir
f3 ile baglayan somut hesaplamalar Zeuner (19922), Ornek (3.10) da uygulan-
mugtir. Sonug olarak (R, *(A)) Sturm-Liouville hipergruplar: Sonug (3.36) u
saglar, burada A bir Chébli-Trimeéche fonksiyonudur.

Teorem 3.37 A (3.1) ve SL2 y1saglayan bir Sturm-Liouville fonksiyonu olsun
ve x Teorem (3.29) da diizenlenmis bir konvoliisyonu gostersin . O halde (R, *)
bir hipergruptur. Ozellikle (R, *(A)) Sturm-Liuoville hipergruplar1 daima
vardir.

Ispat. e := 0 icin HG5 aksiyomu Lemma (3.28) din (ii) smir sartlarmdan
¢gikmaktadir. Lemma (3.28) den tekrar = ve y degiskenlerinin degigimi altinda
uy in invaryant oldugu sonucunu gikartiriz, bundan dolay: her z,y € R, i¢in
€z %€y = €, %€, dir. Boylece Aksiyom HG6 6zdeslik doniisiimii olan involiisyonu
ile gegerlidir. HG2, HG4 ve HG7 aksiyomlar1 , Sonug (3.32) den Sonug (3.35)
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a kadar biitiin durumlarda Lemma (3.31) in sonuclaridir, supp(e, * €,) daima
(z,y) € R2 ye baghdir ve [|z — y|, z + y] arahg: igindedir. Her f € C=(R) ¢ift
fonksiyonlar: igin u; in siirekliligi aksiyom HGS3 i ifade etmektedir.

Bize gostermemiz i¢in geriye kalan sey bir lemmaya ihtiyacimiz olmasi
sebebiyle * konvoliisyonunun (Aksiyom HG1) birlesmeli oldugudur. m

Teorem 3.38 f/(0) = 01 saglayan herhangi bir f € C?*(R,) igin

Lzuf = LyUf =urLys
denklemi elde edilir, burada L := L4 dir.
Ispat. Genelligi bozmadan f fonksiyonunun Lf € C?*(R,) ve (Lf)(0) = 0
ozelliklerini saglayan C?(R) de bir simetrik fonksiyon oldugunu kabul ediy-
oruz. Sonug¢ (3.30) den uy ( Lemma(3.28) iin (i) ve (iii) ) i¢in diferensiyel
denklemi sinirda iki kez diferensiyellenebilir fonksiyonuna genisletildigi sonu-

cunu ¢ikaririz, ve boylece
Lxu Lf = Lyu Lf

esitligi elde edilir. Ancak bu denklem uy s yerine

V= Lxu}c = LyUf
fonksiyonu tarafindan da saglanir. Sinirda

v(z,0) = Lyug(z,0) = Lf(x)
ve
(2,0) = 2 Loug(,0) = La(S-uy(2,0)) = Lo(0) = 0
Uy\T = F LUup\T,VU) = L —Us\T, = Ly -
Y\ ay f ay f
elde edilir. Benzer sekilde v,(0,y) = 0 elde ederiz. Coziimiin tekligi
Ury =0 = qujc = LyUf

sonucunu verir.

Her z,y, z € R, igin gegerli olan

(€x % €y) *x €, = €, % (€, % €,)

ozelligini gormek igin bir simetrik f € C*°(R, ) fonksiyonunu , her z,y,z € R,
i¢in sirasiyla

Up(r,y,2) == s fdl(ex % €) * €] = Upue, (7, 9)
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ve

Vi(,y,2) = [ fdlew x (€ % €)] = e, (y, 2)

Ry
ile R, iizerinde sirasiyla reel degerli Uy ve V; fonksiyonlar: tanimlanir ve Uy =
Vy oldugu gortiliir.

Sabit z € Ry i¢in fxe, € C*R,) ve (f *x €)' (0) = 0 elde edilir.
Dolayisiyla z,y € Ry oldugunda
Ly, (2,y) = Lytpuc, (2, 7y)

veya
Lfo(xa Y, Z) = LyUf(ZE, Y, Z)

dir. Diger bir yandan Teorem (3.38)
LyVi(@,y,2) = Lyl juc, = UL(fue,)

sonucunu vermektedir.

Lyug(x,y) = Lous(2,y) = Lo(f * €2)(y)
oldugundan, her z,y € Ry (ve sabit z € R, ) i¢in V} in
L\Vi(z,y,2z) = L, Vi(x,y,2)
diferensiyel denklemini sagladigi goriiliir.

Simdi Ry x {0} smirinda

0 0 0
a—yUf(.fE,O,Z) = a—yuf*ez(x,O) =0= a—ny(x,O, z)

nin yanisira

up(z,0,2) = fd[(e, % €) * €]

Ry

= fd(e, *x€,)

R4

= fd[e, * (€0 * €.)]

Ry

= Vi(z,0, 2)
hatta {0} x R, smirinda

0
%Uf(oa Y, Z) =0

ve

0 0
%Vf((), y,2) = O re (y,2) —o U(%)(f*ez)\,;o(x,y) =0
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ile birlikte
Uf(O,y,z):/fd(ey*ez):Vf(O,y,z)

elde edilir. Her ¢t € R, icin

(1) = Su(0,1) = 0

—f*xe€,

ox

oldugundan ikinci esitlik dogru olur. Baslangi¢ diferensiyel denkleminin ¢éziimiiniin
tekligi her z € R icin gecerli olan istenilen

Uf(" ) Z) = Vf('v ) Z)

=0

esitligini ifade eder. m

Simdi (3.2) de

seklinde tanimlanan indeksine bagh olmayan bir (R, *(A)) Sturm-Liuoville
hipergrubunun konvoliisyonunun mutlak siirekliligini tartigacagiz.

Teorem 3.39 (R, *(A)) bir Sturm-Liuoville hipergrubu olsun.

i) Eger (R, *(A)) bir Chébli-Triméche hipergrubu ise o halde her z,y € R,
icin €, * €, konvoliisyonu wg, -mutlak siireklidir.

ii) Eger (Ry,*(A)) A € C*(R,) ile bir Levitian hipergrubu ise o halde her
x,y € R, i¢in

L(AQr—yDAO))? 1 (A@+pA0)):
2( A(z)A(y) ) el ( A(z)A(y) > zty T Vay

* 2
seklinde bir wg, -mutlak siirekli 6l¢ii v, , € M?(R,) vardir.

€ % €y =

Ispat. Teknik olarak ii) durumunu daha fazla igeren ispat yontemine kendimizi
kisitliyoruz. (i) nin ispati i¢in Braaksma ve de Snoo (1974) ve Triméche (1990)
a bakiniz.

(R4, *(A)) bir Levitian hipergrubu olarak kabul edildiginden dolay1

5:<%)é, A= A(0), a=0

q:4_j];42(2AAII_A12)’

ve
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olmak tizere [ y1
A/
Bi=
seklinde segebiliriz. Lemma (3.27) nin bir uygulamasiher 0 < y < z ve R,
iizerindeki her yerel sinirli 6l¢iilebilir f fonksiyonu igin

20y, ) = <%)éf@s Sy (%) fa+y)

N

A() [
oot L A@ @ [ a0~ g@te uc

oldugunu gosterir. Her > y > 0 icin M®(R,) ya ait

L(A@ =AY 1 (A@+yA0)\*
(A - (580 .

2\ A()Aly) 2\ A(x)A(y)

vi(z,y) =€, ¥ €, — 5

= Vf(x,y)—% (%)éﬂw—y)—%(%fﬂﬁy)

olsun. 2v¢(z,y) nin ayrigiminda 3. toplam bir Lobek sifir kiimesinin gosterge
fonksiyonu f olacak sekilde secerek sifira egitleriz. (§,() — f(£+() ve (§,() —
f(|¢€ = ¢|) fonksiyonlar1 f ile birlikte sifir oldugundan dolay1

202, y) = /A 14(0) — a6,

- [ﬂf@,m% (2552) re-0+ 5 (F5aY) rero

= /A 9(¢) — q(&)|7¢ (&, C)dEdC

z,Y

dgdq

elde edilir.

Herz > y > 0 i¢in 74(z,y) = 0 oldugunu gostermek icin bir argument
gosterimi kullaniriz. xo > 0, p = max{|q(z)| : © < xp} ve € := %pﬁé olsun.
r+y < xzo ve y < n, seklinde her z > y > 0 i¢in 7¢(z,y) = 0 belirlendigini
kabul edelim. O halde

K :=max{|vs(z,y)| : 0<y <z,x+y<zg,y < (n+ 1)}
ile z,y € Ry oldugunda A := A, , N (R;) X [ne, 00]) i¢in
- - K
25(, )] < [ 10(0) - a(@)Is(€. Qaglc < 20K <
A
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elde edilir. Dolayisiyla K = 0 dir ve bu da ispat1 tamamlar. xy > 0 n keyfi
se¢iminden her z,y € Ry i¢in vs(z,y) = 0 sonucu elde edilir.

PB(R,) daki N sifir kiimesinden herhangi \? verilsin.

1

Vey(N) = WWN(% Y)

elde edilir ve buradan her z,y € R i¢in v, , < wg, dir. Ama ¢, c; € R olmak
uzere vy,
Vg = Ljo—yloty(€a * € + C1€lz—y| + C26T + Y

seklinde bir ifade olarak kabul edilmektedir. v,, nin wg, mutlak stirekliligi,
her z,y € RY i¢in

Vay = Lo—ylatyl€s * € € MY (R4)
oldugundan c¢; = ¢y = 0 iddasindan ortaya cikar. m

Bu béliimiin geri kalan kismi igin verilen bir (R, *(A)) Sturm-Liouville
hipergrubunun A Sturm-Liouville fonksiyonunun (3.1) ve SL2 hipotezlerini
sagladigini kabul edecegiz. Ilk 6nce (R, *(A)) nin dual uzaymi bulmaya calisa-
cagiz. Lemma (3.18) nin hazirlanigindaki yararli bir sapma ile

Lag(A) = (N + p*)a, PA(0) =1, ¢(0)=0

diferensiyel denkleminin A\ € C igin ¢, ¢oziimleri olarak (R, *(A)) tizerinde
carpimsal fonksiyonlarim goz oniine aliyoruz, burada p > 0 (R, *(A)) nin
indeksidir. ¢;, = 1 oldugunu belirtelim. A € C icin ¢, fonksiyonlarmin daha
fazla ozellikleri bir sonraki sonugta verilmistir.

Teorem 3.40 i) A\ € i]p,o00[ i¢in ¢, fonksiyonlar1 (kesinlikle) pozitif ve
kesinlikle artandir.

ii) Eger p > 0 ise o halde her A € i[0, p[ i¢in ¢, fonksiyonlar: (kesinlikle)
pozitif ve azalandir.

iii) Her A € Ry U1]0, p| igin ¢, fonksiyonlar: siirhdir.
iv) Eger A sabit degilse o halde A\ € R, U [0, p| olmak {izere

limy—soo sUp gp(z) < 1

dir.
Ispat. ¢ >0m X e iR 1 sagladigin gosteriyoruz. Lemma (3.9) ile 3

s (50 = 3(0) ) =0
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ve

lim, ooq(z) = p°
azalan limit bagmtilarin saglayacak sekilde segilebilir. Hipotezlerden hem i)
hemde ii) durumunda x > 0 olmak tizere

q(z) > p® > p* + N2

elde edilir. R, iizerinde

B
Y= 5% + ¢
reel degerli fonksiyonu ¢, ya bagh diferansiyel denklemden ortaya ¢ikan

= (F-we)a-(5-9)

v(0) = 2

diferensiyel denklemini saglar.

Sonra 0 1 bir komgulugunda her z > 0 igin ¢(x) > 0 oldugunu goriiriiz.
B£(0) > 0 durumunda, bu

B(0
v(0) = 20
den ortaya ¢ikar. 5(0) = 0 durumunda , o
2 . . 1 , . A/B . 1 —{—CYO ,
p < limg(e) = 55(0) + lim o7 (2) = ——F'(0)

ifadesinin bir sonucudur. Simdi ¢y
t; == 1inf{t > 0: ¢s(t) = 0}
var olacak sekilde (kesinlikle) pozitif olmasin.
to=1inf{t > 0: (t) =0}

seklinde tanimlayalim. ¢,(0) = 1 oldugundan [0, ¢,[ {izerinde ¢, > 0 elde edilir
ve dolaysiyla ¢y <0 dir. Bu

Y(ty) = %5@1)%@1) + () = ¢\(t1) <0

oldugunu gosterir ve dolayisiyla tg < t; dir. Ancak ty > 0 oldugundan dolay1,
sonug olarak ¢’(ty) < 01 veren |0, ¢o[ tizerinde ¢ > 0 dir. ¢,(to) i¢in

%ﬁ(tO)%(to) + ¢ (to) = ¥(tg) =0
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ve

(3700) = (5 + 3)6a(t) ~ ( 50) = 36(0) ) 64t = ¥/t

lineer denklemleri ¢ozerek

(lto) = (p* + A*))a(to)¥i(to) < O
elde edilir. Boylece ¢4(ty) < 0 dir ve
q(t) > p* > p* + N?
oldugundan to = ¢; durumu olmahdir. Ustelik her z > 0 (teklik ile) igin

dalty) =0
ve

1
¢u(to) = (to) — 55@0)@1@0) =0
esitlikleri ile ¢y (z) = 0 oldugu gosterilir. Ancak bu ¢, (z) =1 ile gelisir.

Simdi ¢, nin A € 4]0, p[ i¢in kesinlikle azalan oldugunu gosterecegiz.
Gergekten ¢, bagl olan diferensiyel denklemden ¢ () = 0 1 ¢§(¢) < 01 ifade
ettigi sonucunu ¢ikarir. Ancak A € i)0, p[ i¢in,

2 2
+ A

//0 p

A() 14+ o

oldugundan ¢} R, nimn bozulmamig bir araliginda ne pozitiftir ne de 0 dir ve
bundan dolay1 ¢, kesinlikle azalandir. A = 0 i¢in limite gegerek ¢y n azalan
ve negatif olmadigl sonucunu ¢ikaririz. Ancak enaz z € Ry igin ¢o(z) = 0 dir,
bu ise geligki verir. (ii) nin ispati simdi tamamdir. A € )0, p[ i¢in ¢, in tam
anlamiyla kesinlikle artan oldugunu gostermek igin uygun ters esitsizlikler ile
A € )0, p| igin kesinlikle azalan durumuna benzer gekilde devam ederiz.

<0

(iii) nin ispat1 i¢in ¢, i¢in diferensiyel denklemi 2¢) ile garpilir ve her
x € Ry i¢in

o)+ 2 [ @0R0+ (R () = 4 N

denklemini elde etmek i¢in Lebesque dlgiisiine gore integrallenir. Ancak (3.3)
RX tizerinde AK, > 0 oldugunu ifade eder, ve boylece x € R, oldugunda

B0 =1- i (2 [ G060+ o7 <1)

dir. Bu ispatin 6nceki kismi bize x < 0 oldugunda

/Om %I(t) 2(t)dt >0
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oldugunu gostermemizin yeterli oldugunu séylemektedir. Bunu gérmek i¢in ilk
once 0 m bir komgulugunda biitiin x ler i¢in

oldugu goriiliir. Ancak (ii) den
2 | )2
+ A
// O — _p < 0
( ) Qo + 1

elde edilir ve dolayisiyla yeterince kiigiik > 0 i¢in ¢} (z) < 0 veya ¢ (z)* > 0
dir. Bu hipotezi ifade eder. m

Teorem 3.41 (R, *(A)) bir Sturm-Liouville hipergrubu olsun. Semikarak-
terlerin ve K = R, dual uzaymin kiimesi sirasiyla

K* ={¢y: A € RUIR}
ve
K" = {¢xr: A € Ry U0, p]}

ile verilmis olsun. (Bunlar sirasiyla C nin R U R ve R, U [0, p] kiimeleri ile
tanimlanir.)

Ispat. Lemma (3.18) den K = R, iizerindeki her nondegenarate garpimsal
fonksiyonunun A € C i¢in ¢, formuna sahip oldugu ve ¢, seklinde bir fonksiyon
ancak ve ancak p?+\? € R iken yada denk bir sekilde ancak ve ancak A € RUIR
iken reel degerlidir. Bu K™ ile ifade edilmis karakterizasyonunu verir. Diger bir
yandan Teorem (3.40) (ii) ve (iii) den A € Ry U [0, p] i¢in ¢, sirh oldugunu
biliyoruz. Sonug olarak, eger A € i]p, oo[ ise o halde R} tizerinde ¢, > 1 oldugu
Teorem (3.40) (i) den elde edilir, ve buradan ¢, € K" dir. m

3.6 DEGISIM ALTINDA STURM-LIOUVILLE HIPERGRUPLARI

K nin (kesinlikle) bir pozitif ¢, semikarakteri ve (R, ,*(A)) formunun
bir (K,*) Sturm-Liouville hipergrubu verilmis olsun ¢, ya gore (Bolim 2.3
anlaminda) onun (K, o) modifikasyonunu goéz éniine aliyoruz. Gergekte (K, o)

A¢>\ = qbiA
Sturm-Liouville fonksiyonu ve

Wey = A¢/\ )‘R+
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Haar 6lgusii ile (R4, %(A)) formunda bir Sturm-Liouville hipergrubudur. Bunu
gostermek icin

Lady = (p* + X*)on, Px(0) =1 $,(0) =0

baglangi¢ deger probleminin (kesinlikle) bir pozitif ¢, ¢oziimii ile bagliyoruz.
Agikga A, := A,, bir Sturm-Liouville fonksiyonudur ve (3.1) yi (hem tekil
hemde regiiler durumlarda) saglar. 8 € C'(R,) SL2 yisaglasm. R’ iizerinde
azalan

R O
a\ ‘= 2ﬁ>\ 45>\ + ZAAﬁ)‘
oldugunu ispatlayarak
/
Bri=p+22

P
nin SL2 yi sagladigim gosterecegiz. Ancak bu

7 / / 7\ 2 ’ / / /
QAzlﬁ/‘F_A_(b_/\Q_lBZ_B(%)_(@) +;4_A(5+2_A)+ﬁ<ﬁ+2_>‘>

2 S O P O O PA
]‘/ ]‘ 2 A/ 2 2

:Eﬁ—zﬁ +ﬁﬁ_(ﬂ + A7)

=q—(p*+ X%

oldugundan ¢ nun azalan oldugu gerceginden ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 3.42 (Ry,x(A4)) A € C?*(R,) Sturm-Liouville fonksiyonu ile bir
Chébli- Trimeéche hipergrubu olsun. Her A € [0, 00[ igin (R, *(A)) nin ¢,
pozitif semikarakterine gore (R, *(A)) nin modifikasyonu (R, 0(Ay)) ile ve
(R4, o(Ay)) modifiye hipergrubunun indeksini p) ile gosterecegiz. O zaman

1) lim, o 5 (2) = [\ = p
i) pa (: %z@'mﬁmﬁ—’;@)) — |\
iii) Eger A € i|p, oo[ ise o halde A, asagidaki kogullar saglar:
a) Biitiin z € 0 i¢in Ax(z) > 0 ve A5(0) = 0 dur.
b) A, artandir.
¢) limy oo Ax(z) = 00.
)

d) Sifirm bir komsulugundaki biitiin « ler i¢in j—&(x) = 202 4y (w) dir,
burada gy > 0 ve a; » R iizerinde bir tek d"o -fonksiyonudur.

iv) Eger A € [0, p| ise o halde Ay, A # 0 durumunda ve (c¢) nin gerceklesmesi
durumunda
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A .
e) 7= R, iizerinde azalandir
Ay +

sartinin yani sira iii) nin (a) (b) ve (d) sartlarmi saglar ve A # 0 duru-
munda (c¢) de saglanir.

Ispat. \ € [0, 00| icin

A/
W= — <h2+zh+(p2+)\2)) . h(0)=0

diferensiyel denklemini agikca saglayan
_ %
O
fonksiyonunu goz oniine aliyoruz. Bu diferensiyel denklemin bir h ¢oziimii
h'(z) = 0 1 saglar ancak ve ancak z € R, i¢in

hx

hz) = hy(z) = % —%/(x) + <(%/(x)> — 4(p? + )\2)>

dir. Buradan X € i]p, co[ oldugunda h) nin negatif olmayan ve artan (z — oo
oldugunda) olduguna karar veririz, ve hy azalandir ve A € i[0, p|] yu saglayan
ha > hy > |A| — p esitsizligini saglar. Dolayisiyla A € )0, oo[ icin (i) sikk
Kamke (1944) den yararlanarak goriiliir. = 0 durumu benzer bir gekilde
incelenebilir. Simdi

oldugundan (ii) durumu (i) den elde edilir.

(iii) nin (a)ve (d) siklart A € i[p, oo[ ile A, i¢in agikardir. = > 0 i¢in
ha(x) > 0 ve A € i]p, o0 oldugundan (b) ve(c) siklarmin A € i]p, oo igin
saglandigini goriirtiz. Simdi A € [0, p] oldugunu kabul edelim. Ispatin bagin-
daki diferensiyel denklemden iL+ nin azalan olmasindan dolay1 hy nin da azalan
oldugu ve dolayisiyla i—i nin azalan oldugu sonucuna variriz ve sonug olarak A,

e) sikkini saglar. h, nin azaliyor olmasindan dolay1 (b) sart1 ortaya saglanir.
|

Sonug 3.43 Teorem (3.42) nin (i) sitkkindan, ozellikle A € [0, p[ oldugunda
o € Co(R,) sonucu gikarilir.

Teorem 3.44 K pindeksiile (R, *(A)) formunda bir Sturm-Liouville hiper-
grubu olsun.

i) K supexponential biiytiklige sahiptir < p =0
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ii) K exponential biiyiiklige sahiptir < p > 0

iii)
/

:Ch_)rgo sup xz(x) < 00

sart1 K nin polinomial biiytikliige sahip oldugu anlamima gelir (ve dolayisiyla
p=0)

iv) p =0 sarti1 K mn polinomial biiyiikliige sahip oldugunu ifade etmez.

Ispat. Chébli- Triméche hipergrublar igin (i) nin ve bundan dolay1 (i) nin
ispat1 Teorem (2.27) de mevcuttur. Daha genel Sturm-Liouville durumunda
agagidaki gibi ispatlanir. Eger

lim é(x) >0

T—00

ise o halde her x > z( icin
A(z) > A(xo)exple(x — x0)]

oldugunu gosteren [z, co| lizerinde AZI > ¢ > 0 seklinde zy € R ve € > 0 vardir.
Bu ise K nin exponential biiyiikliik oldugunu soyleyen n > x4 4+ 1 kosuluyla

wr, ([0,1]") = wr, ([0,n])

_ /0 " Aln)de
o _Alao)

> (exp €, — exp €x)
€ exXp €

olduguna gotiiriir. Eger aksine
/
xh_glo sup Z(m) =0

ise o halde her ¢ > 0 igin [z, o0[ iizerinde 4 < ¢ geklinde z, € Ry vardur.

Ancak o halde bir uygun ¢, > 0 sabitiyle her x > z, ile
Ax) < Az )exple(r — x)] = ccexp e,
yazabiliriz. Bu

we, ((0,1]") = w, ([0,n])
:/o A(x)dx

< c+/ cc exp exdx

zo

Ce
<c+ —expen
€
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oldugunu gosterir, burada ¢ = [ A(z)dz dir. Bu her € > 0 i¢in gegerli

oldugundan, K nin subexponential biiyiikliige sahip oldugunu gosterir.

(iii) yi ispatlamak igin her x > z; i¢in
A(z) < ¢qx°
seklinde 1 ve bir ¢ > 0 sabit sayis1 vardir. Ancak o zaman
T A/
log A(z) — log A(x1) = / Z(t)dt

z1
< / Edw
x1 t
= c¢(logx — log x1)
dir ve dolayisiyla her z > x; igin A(x) < ¢3¢+ ¢y dir, burada ¢, co > 0 uygun

sekilde secilmigtir. Bu, K polynomial biiyiikliige sahip oldugundan her n > 1
igin we, ([0,1]") =0 nY oldugunu gosterir.

Son olarak (iv) durumunu destekleyen bir aksine &rnek
z — A(z) = exp[(z + 1)2] Sturm-Liouville fonksiyonu ile saglanir. m

Tanim 3.45 Eger her ¢, smifi agagidaki gosterime sahipse bir (R, *(A))
Sturm-Liouville hipergrubunun bir Laplace gosteriminin oldugu séylenir. Her-
hangi bir z € R, igin

Pa(z) = / ' e M7 (dt) = / " cos M7, (dt)

—x —T

olacak sekilde 7, € Mfrl)([—x, x]) vardir.

Agikca integraller z € R, icin v, € MW ([—x, 2]) ile

(b)\(x) = / 6*(P+i/\)tyz(dt> _ / e(i)\fp)tym(dt>

—x —X

olarak tekrar yazilabilir.
3.7 DEGISIM ALTINDA LAPLACE GOSTERIMI

(1. %) x
¢u(37):/ e, (dt)

—T

olacak sekilde 7, € Mil)([—x,x]) olgii gosterimi var olan her bir x € K igin
(K, %) 1 herhangi bir ¢, siifin1 verecek sekilde bir Laplace gosterimini kabul
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edelim. Ilave olarak, ¢y (K, *) n bir (kesinlikle) pozitif semicharacteri olsun.
O halde ¢, ya gore modifiye (K, ) ile ortaya ¢ikan (K, o) hipergrubu da

— Du
Pu N
formundaki ¢, » karakteri
1
— 7
NC)

Ol¢ii gosterimine sahip oldugu anlamda bir Laplace gosterimini ortaya cikarir,
burada ||7,]| = do(x) < ¢a(x) esitsizligi M\ ([—z,2]) (z € K := R,) kiime-
sine aittir.

Chébli-Trimeéche hipergruplarinin 6zel smifi igin degisim, growth ve
Plancherel 6l¢iisiiniin destekleyeni hakkinda daha fazla ayrintiya sahip oluruz.
Sonraki teoremden Teorem (3.42) ye ragmen Chébli-Triméche hipergruplarimin
siifinin genellikle degisime gore kapali olmadigr agiktir.

Teorem 3.46 Her (R, ,*(A)) Sturm-Liouville hipergrubu bir Laplace gosteri-
mini kabul eder. Daha genel olarak eger ¢, : A € C (R4, *(A)) nin semikarak-
terlerinin kiimesini gosterirse o halde her z € R, i¢in, her A € C igin

(ﬁ)\(x) — /x 6*(P+i)\)tyx(dt)

—T

olacak gekilde v, € M*([—x, z]) vardir.

Ispat. Ik 6nce p = 0 durmunu goz éniinde bulunduralm. A € C'(R,)
negatif olmadigindan ve A" > 0 esitsizligini sagladigindan her (z,y) € R%
i¢in uy(z,y) = cos Az, (y) ile tammlanan uy : R2 — C fonksiyonunun her
A € C igin {[u] = 0 diferensiyel denklemini sagladig: elde edilir. Burada [[u]
diferensiyel operatorii

ul(z,y) = A(y) e (2, y) — A(y)uyy (2, y) — A'(y)uy (2, y)
seklinde verilmistir. u(-,0) > 0 olmak {izere
Hul =0, wu(,0)=/f u,(,0)=0

Cauchy probleminin R iizerindeki bir ¢ift C'**°-fonksiyon olan f nin R, kisit-
lanmig herhangi bir ¢6ztimii her (z,y) € I = {(r,s) € RZ : r > s > 0} icin
u(x,y) > 01saglar. (Chébli (1974%), Teorem(5)) Sonug olarak herbir (z,y) € I
icin

ux(z,y) = /w yu)\(t,O),uw’y(dt)

)
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olmak {izere 1., € M ([x — y,z + y]) vardir. Ozellikle her (z,y) € I icin

T+y

Ox(y) cos Ax = / oS Aty (dt)

=y

elde edilir.
xg R ilizerinde genel konvoliisyonu gostersin ve y € R, olsun.

Gy = Hyy *r (€ +€y) — poyy € Mb(R>

olgiimii [—y, 3y] araliginda destege sahiptir ve her A € C igin

P (y) = 20 (y) cos® Ay — da(y) cos 2y
3y

= / cos A6, (dt)

Y

olugu anlamda ¢,(y) gosterilir. 3y ile sag tarafta 6, yer degistirerek oy €
MP*(R,) elde edilir, ve 3y ile sol tarafta 6, yerdegistirerek ve devaminda orjin-
deki yansimasi o, € M®(R,) y1 verir. Ama o zaman her \ € C i¢in

1 1
/R cos )\t(501 + 502)(dt) = ¢a(y) cos 3y = / cos At gy o, (dt)
+

Ry

dir. Kosiniis doniigiimiiniin tekligi $o1 + 502 = psy, yi verir. supp(or) C
2y, 6y] ve supp(os) C [0,4y| oldugundan supp(f) C [—y,y] elde edilir. Simdi
her A € #(R) icin 6, nin simetriklestirilmesi olan §*(A) = 6,(—A) olmak iizere
vy = (0, + 0,%) olsun. Burada 6,* 6, nin simetrigidir. O halde her A € C
i¢in
oa(y) = / cos Aty (dt) = / e~ My, (dt)
Ry Ry

dir. psy, 3y ile sag tarafta v, yer degistirilmesi ile ortaya ¢iktigindan v, €
M ([—y,y]) elde ederiz.

Simdi p > 0 durumunu goz ontine alalim. (Ry,*(Ap)) m ¢y poz-
itif semikarakteri ile modifiye edilmesi sayesinde (R,,*(A)) nin dogurdugu
(R4, 0(Ap)) Sturm-Liouville hipergrubunu goz éniine alalim. Daha 6nce boliim
(3.6) da (Ry,0(Ap)) m Ay = ¢3A olmak iizere bir Haar 6l¢lisii olan Aglg, y1
ortaya gikardigini gordiik . Ustelik, A4(0) > 0 elde edilir ve dolayisiyla Teorem
(3.42) (i) de karsilik gelen duruma benzer olarak goriilebilecegi gibi

%

lim r)=—
oldugundan
1. (A S
wim gy i ) = Jim S0 =0
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dir.(Ry, 0(Ap)) m semikarakterinin ¢, : A € C kiimesine bu ispatin birinci

kismini uygulayarak, her bir z € R, ve her A € C icin 6l¢ii gosterimi 10 €
MY ([—z, x]) ile

bro(z) = /w e M0(dt)

—x

elde edilir. ¢y o = 3;—3 oldugundan

ba(z) = / " Mo () (de)

—x

oldugu sonucunu cikaririz. Ozellikle A = ip icin

| = / " et o))

—x

elde edilir ve t — e’ ¢y(z) igin v/ yogunlugu ile herbir v, dlgiimi M!([—z, z])
x € Ry ya aittir. v,(y) nin istenen gosterimine ulagilir. m

4 ORNEKLER

Bu boliimde Sturm-Liouville Hipergruplarina ait bazi 6rnekler verilmigtir.

4.1 SUBEXPONENTIAL BUYUKLUGE SAHIP CHEBLI-TRIMECHE
HIPERGRUPLARI

p = 0 olmakla birlikte (R, *(A)) subexponantial Chébli-Triméche hiper-
grubudur. (R} =R})

4.2 BESSEL-KINGMAN HIPERGRUPLARI

Bu hipergruplar o > —% olmak iizere
A(z) = 2* !

formunun R tizerindeki Chébli-Trimeche A fonksiyonlar ile tanimlanir. Farkl
bir parametre gosterimi ile Ornek 3.4.1 de ¢oktan gosterildi. Genel parametre
gosteriminde konvoliisyonlar €, * ¢, (z,y € Ry igin Dirac 6lgiilerinin )
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z,y, z € R} oldugunda

Pla+1) [ -(@-p)(z+y?—2)

Ko(x,y, =
) Tt Pz (ay=P

ile

(€2 % €,)(d2) = Ka(2,y, 2) 2% Aoy 0 (d2)
seklinde verilir. K := R olmak tizere bu (K, %) hipergrubunun ¢, karakterleri
her x € R} i¢in ¢y () := jo(Ax) ile tammlandi, burada j, her z € C igin

o (=DC(a+1)
ol2) =) 2T (o + k+ 1) '

k>0

ile verilen o dereceden modifiye Bessel fonksiyonunu (kompleks degerli) goster-
mektedir. Bu K" = K oldugunu gosterir. Ustelik sabit o > 0 i¢in A < 0 olmak
tizere ¢, ya gore biitlin modifiye (K, o) hipergruplar: izomorfiktir.

4.3 HAREKET HIPERGRUPLARI

Hareket hipergruplar: d > 2 i¢in « := %d — 1 6zellegtirmesiyle Bessel-
Kingman hipergruplarindan ortaya ¢ikmaktadir. Bu hipergruplar R nin M (d)
hareket grubunun M (d)/SO(d) ¢ift e kiime hipergruplar ile cakigmaktadir.

4.4 EXPONENTIAL BUYUKLUGE SAHIP CHEBLI-TRIMECHE
HIPERGRUPLARI

p > 0 olmak tizere (R, #(A)) exponantial Chébli-Triméche hipergrubudur.

4.5 KOMPAKT OLMAYAN TiPTEKI JACOBI HIPERGRUPLARI

o # —% olmak tizere a > ( > —% alalim, r € R, oldugunda
A(z) := sinh®**! z cosh® !

seklinde tanimlanmig Chébli-Triméche fonksiyonu olan A y1 g6z 6niine alalim.
(R4, %(A)) formuna karsilik gelen (K, *) hipergrubu

(€x % €)(d2) = Kap(2, Yy, 2) A(2)Njo—y| o4y (d2)
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olarak gosterilebilen €, (z,y € R, ile ) ve ¢, Dirac 6lgiileri icin bir Lebesque
stirekli konvoliisyonunu ortaya koyar, burada her x,y, 2 € R, icin
2I'(a+ 1)
K,, Y, 2) =
P R - BT ]

(sinh z sinh y sinh ) 2

X / (1 — cosh? 2 — cosh® yy — cosh? z + 2 cosh x cosh y cosh 2 cosh t)i‘fﬁ*1
0
x (sint)?Pdt

dir. Burada p = a+ f+ 1 (K, x*) hipergrubunun indeksini gostermektedir.
Agikga (K, *) m karakterleri Teorem (3.41) tarafindan K nmin K" = R, U1i[0, p]
dual uzayinin elemanlari ile tanimlanan ¢, Jakobi fonksiyonlar: dir. K nin dual
uzay1 karakterleri ve ilgili konvoliisyonun detaylar1 igin Koornwinder (1984) e
bakiniz. Bu referansin (7.12) den konvoliisyonun gosterimini elde edilir. A €
i[0, p] olmak iizere ¢ karakterlerinin (kesinlikle) pozitif oldugu ve ¢ m K nin
7, Plancherel 6lgiisiiniin destegindeki bir tek pozitif karakter oldugu ortaya
cikar.

Flensted-Jensen (1977) ve Flensted-Jensen ve Koornwinder (1973)
yani sira 7, min belirgin kargilagtirmasi i¢in Triméche (1981) e bakimz, sayfa
97, Trimeche (1988), sayfa 111. Gergekte wy, := Alg, Haar élciisii ile baglantil
7, Plancherel Olciisii her A € R, i¢in

D(a+ 1I(9)I(H52)
c(A) = cap(A) == \/§F(Q+B—|2-1+i)\)1—x(a—6—|2-1+i)\)
_ V212 AT (AT (e + 1)

e )

olmak tizere

1

seklinde verilir.
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