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ÖZET

Hipergruplar teorisi 1970'li y�llarda Dunkl [5], Jewett [10] ve Spector [16] taraf�ndan

çal�³�lm�³ ve Harmonik analizin önemli konular�ndan biri olmu³tur. Bu üç matematikçi fonksiy-

onlar�n desteklerinin süreklili§i, konvolüsyonun özellikleri, involüsyon ve etkisiz eleman�n varl�§�

üzerinde çal�³m�³lard�r. Frobenius'un ayr�k ve sonlu hipergruplar üzerindeki ayr�nt�l� olmayan

çal�³malar�n� Kawada, Bose ve Mesner geli³tirmi³tir. Çok de§i³kenli polinomsal hipergruplar

üzerinde Zeuner, Koornwinder, Trimeche ve Annabi ve bir de§i³kenli polinomsal hipergru-

plar üzerinde ise Berezanskii, Kalyuzhnyi, Dunkl [5], Jewett [10], Lasser [11] ve Spector [16]

çal�³m�³lard�r. Bu çal�³ma 5 bölümden olu³maktad�r. 1. bölümde temel kavramlar, 2. bölümde

hipergruplar ve özellikleri, 3. bölümde çok de§i³kenli polinomsal hipergruplar, 4. bölümde bir

de§i³kenli polinomsal hipergruplar ve 5. bölümde ise bir de§i³kenli polinomsal hipergruplar�n

baz� örnekleri incelenmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Konvolüsyon, Hipergrup, Polinomsal Dizi, Normalizasyon, Ortogonallik,

Haar Ölçüsü, Plancherel Ölçüsü.
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ABSTRACT

The theory of hypergroups has been one of the basic themes in harmonic analysis and

studied by Dunkl [5], Jewett [10] and Spector [16] in 1970's. They have studied the properties

of convolution, continuity of supports, existence of neutral element and involution. Kawada,

Bose and Mesner have developed the earlier work of Frobenius on the discrete and �nite hy-

pergroups. Zeuner, Koornwinder, Trimeche and Annabi have worked on the several polynomial

hypergroups. Berezanskii, Kalyuzhnyi, Dunkl [5], Jewett [10], Lasser [11] and Spector [16]

worked on the variable polynomial hypergroups. This theses consists of �ve chapters. The

basic de�nitions are given in the �rst chapter. Hypergroups and their properties are given in

the second chapter. Polynomial hypergroups are given in the third chapter. Polynomial hyper-

groups in one variable are given in the fourth chapter and the last chapter is denoted to the

examples of polynomial hypergroups in one variable.

Keywords: Convolution, Hypergroup, Polynomial Sequence, Normalization, Ortogo-

nality, Haar Measure, Plancherel Measure
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

∥µ∥ := sup{|µ(f)| : f ∈ Cc(K), ∥f∥∞ ≤ 1} (Radon ölçüsü)

M(K) := {µ : µ− radon ölçüsü} (K kümesindeki radon ölçüleri)

Mc(K) := {µ ∈M(K) : suppµ− kompakt} (Deste§i kompakt olan radon ölçüleri

kümesi)

M b(K) := {µ ∈M(K) : ∥µ∥ <∞} (K kümesindeki s�n�rl� radon ölçüleri)

M1(K) := {µ ∈M(K) : ∥µ∥ = 1, µ ≥ 0}(Olas�l�k fonksiyonu)

C(K) := {f : K → C : f − sürekli} (K kümesindeki sürekli fonksiyonlar)

Cc(K) := {f ∈ C(K) : suppfkompakt}(K kümesindeki sürekli fonksiyonlar

kümesi)

Cb(K) := {f ∈ C(K) : |f(x)| < M ;∃M > 0} (K kümesindeki s�n�rl� sürekli

fonksiyonlar kümesi)

C0(K) := {f ∈ C(K) : lim
n→∞

f(x) = 0} (K kümesinde s�f�ra yak�nsak sürekli

fonksiyonlar kümesi)

ℑ(K):K n�n bo³tan farkl� kompakt alt kümeleri

∆:Modüler fonksiyon

supp(µ) := {x ∈ K : x ∈ Nx ∈ T, µ(Nx) > 0}

suppf(x) := {x ∈ K : f(x) ̸= 0}

Υ(K):K kümesindeki sürekli çarp�msal fonksiyonlar�n kümesi

Z+:={0, 1, 2, ...}

µ−: µ nün involüsyonu

pos(f) := {x ∈ X : f(x) > 0, f ∈ B(K)}
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1. G�R��

Bu çal�³man�n ba³tan sonuna kadar X veya K lokal kompakt Hausdor�

uzay olarak gösterilecektir. X üzerindeki Borel ölçülebilir fonksiyonlar�n uzay�

B(X) ve X üzerindeki geni³letilmi³ reel de§erli Borel ölçülebilir fonksiyonlar�n

uzay� [0,∞] aral�§�nda s�ras�yla B(X,R) ve B+(X) biçiminde gösterilecektir.

B(X) in kapsad�§� C(X), Cb(X), C0(X) ve Cc(X) altuzaylar� s�ras�yla X üzerinde

sürekli kompleks de§erli, s�n�rl�, s�f�ra yak�nsayan ve kompakt destekli fonksiyon-

lard�r. Cb(X) ve C0(X) in topolojilendirilmesiyle elde edilen düzgün norm ∥.∥∞
biçiminde olup CE(X) := {f ∈ Cc(X) : supp(f) ⊂ E} uzaylar�n�n indüktif limiti

olarak topolojilendirildi§inde E kompakt olup her biri düzgün norm ta³�r. Ayr�ca

kompakt yak�nsak topoloji τco ile gösterilecektir.

1.1. Temel Tan�mlar

Tan�m 1.1.1 Bir X uzay� ve birle³imleri X uzay�n� kaplayan herhangi

aç�k kümeler verildi§inde, bu toplulu§un içinden sonlu say�da aç�k küme X uzay�n�

kaps�yorsa X uzay�na t�k�z (kompakt) denir

Tan�m 1.1.2 X bir topolojik uzay olsun. X in herhangi iki noktas�

x1 ve x2 için U1 ve U2 gibi iki aç�k kom³uluk bulunabiliyorsa ve bu kom³uluklar

birbirinden ayr�ksa, yani U1∩U2=Ø ise X uzay�na Hausdor� uzay� denir. Herhangi

nokta çifti için böyle ayr�k kom³uluklar� bulunabilme ko³uluna Hausdor� (T2)

ko³ulu denir.

Tan�m 1.1.3 τ Hausdor� topolojisi ve lokal kompakt topolojik uzay

(XLC , τ) olmak üzere e§er her farkl� x, y ∈ XLC için U, V ∈ τ olmak üzere x ∈ U

ve y ∈ V olacak biçimde ayr�k iki aç�k küme var ise HLC ye lokal kompakt

Hausdor� uzay denir.
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Tan�m 1.1.4 Bo³ kümeden farkl� ve üzerinde bir tane ikili i³lem tan�m-

lanm�³ bir G kümesi

Bile³me: Her a, b, c ∈ G için a(bc)=(ab)c.

Birim ö§e: Her a ∈ G için öyle bir e ∈ G vard�r ki ea=ae=a.

Tersinir ö§e: Her a ∈ G için öyle bir a−1 ∈ G vard�r ki a−1a = aa−1 = e

ko³ullar�n� sa§l�yorsa bu kümeye öbek (grup) ad� verilir.

E§er bir öbek,

De§i³me: Her a, b ∈ G için ab=ba.

ko³ulunu sa§l�yorsa de§i³meli öbek (de§i³meli grup) ya da Abelyen öbek (abelyen

grup) olarak adland�r�l�r. (G,.) biçiminde gösterilir.

Tan�m 1.1.5 K bir cisim ve (V, + ,0) bir abelyen grup olsun. Ayr�ca

K × V den V ye giden bir fonksiyonun var oldu§unu farzedelim.

E§er a ∈ K vev ∈ V ise bu fonksiyonun (a,v) çiftinde ald�§� de§eri av olarak

yazal�m. Bütün bunlar ³u özellikleri sa§las�n: Her a, b ∈ K ve v, w ∈ V için

V1. a(v + w) = av + aw

V2. (a + b)v = av + bv

V3. (ab)v = a(bv)

V4. 1v = v

O halde (V,+, 0, K × V → V ) yap�s�na K üzerinde bir vektör uzay� ad� verilir. V

kümesinin elemanlar�na vektör denir.

Tan�m 1.1.6 V,F(Reel yada Kompleks say�lar) cismi üzerinde tan�mlan-

m�³ bir vektör uzay� olmak üzere

� : V × V → F

dönü³ümü a³a§�daki aksiyomlar� sa§larsa bu dönü³üme V üzerinde bir iç çarp�m

denir ve x, y ∈ V için< x, y >³eklinde gösterilir. Üzerinde iç çarp�m tan�mlan-

m�³ bir vektör uzy�nada iç çarp�m uzay� denir. Reel iç çarp�m uzay�na Euclidean

uzay�, kompleks iç çarp�m uzay�na da Üniter uzay denir.

(�1)∀x ∈ V için < x, x >≥ 0

(�2)∀x ∈ V için < x, x >= 0 olmas� için gerek ve yeter ³art x=0 olmas�d�r.

(�3)∀x, y ∈ V için < x, y >=< y, x >

3



(�4)∀x, y ∈ V ve ∀α ∈ F için< αx, y >= α < x, y >

(�5)∀x, y, z ∈ V için < x, y + z >=< x, y > + < y, z >

Tan�m 1.1.7 F cismi üzerinde herhangi bir vektör uzay� V olsun.

Dual uzay V ∗ ile gösterilir ve ϕ : V → F bütün lineer dönü³ümlerin kümesi olarak

tan�mlan�r. V ∗ dual uzay a³a§�daki toplama ve skaler çarp�m ile F üzerinde bir

vektör uzay� olur:

∀ϕ, ψ ∈ V ∗, x ∈ V ve a ∈ F olmak üzere

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x)

(aϕ)(x) = aϕ(x)

V ∗ dual uzay�n�n elemanlar� kovektör yada 1-form olarak adland�r�l�r. V ∗ dual

uzay�n�n ϕ fonksiyoneli ve V nin x eleman� ϕ(x) = [ϕ, x] biçiminde yada ϕ(x) =

(ϕ, x) biçiminde gösterilir. Ayr�ca bilineer dönü³üm

[., .] : V ∗ × V → F

biçiminde tan�mlan�r.

Tan�m 1.1.8 X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay� olsun. E§er bir

∥.∥ : X → R x→ ∥x∥

dönü³ümü ∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ K için

(N1)∥x∥ ≥ 0 ve ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

(N2)∥ax∥ = |a|∥x∥

(N3)∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ özelliklerini sa§l�yorsa bu dönü³üme X üzerinde norm

ad� verilir. (X, ∥.∥) ikilisine normlu vektör uzay� denir ve k�saca X ile gösterilir.

Tan�m 1.1.9 X bir küme olsun. E§er X in alt kümelerinin bir A s�n�f�

için a³a§�daki özellikler sa§lan�yorsa bu durumda A s�n�f�na X üzerinde bir ce-

birdir denir. (i)X ∈ A

(ii)∀E ∈ A için Ec = X\E ∈ A

(iii) k=1,2,...,n için Ek ∈ A ise
n
∪
k=1

Ek ∈ A

4



E§er (iii) ³art� yerine

∀n ∈ N için En ∈ A ⇒ ∪∞
n=1En ∈ A

³art� konulursa A cebirine bir σ− cebiri ad� verilir.

Tan�m 1.1.10 Bir K s�n�f�n� kapsayan σ-cebirlerinin en küçü§üne K n�n

üretti§i (do§urdu§u) σ-cebiri denir. Rn'deki bütün aç�k (a, b) aral�klar�n�n do§ur-

du§u σ-cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n=1 olmas� halinde

B(R1) Borel cebiri B(R) ile gösterilir. B(R) nin her bir eleman�na Borel kümesi

denir.

Tan�m 1.1.11 A bir Banach uzay� olmak üzere A n�n Banach cebri

olmas� için A içerisinde tan�ml� çarp�m;

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ x, y ∈ A

e³itsizli§ini ve

x(yz) = (xy)z

da§�lma özelli§i,

x(y + z) = xy + xz (y + z)x = yx+ zx x, y, z ∈ A

birle³me özelli§i ve α bir skaler olmak üzere

(αx)y = x(αy) = α(xy)

e³itliklerini sa§l�yorsa A ya Banach cebri denir.

Tan�m 1.1.12 X bir küme ve A, X üzerinde bir σ− cebiri olsun. Bu du-

rumda (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye de A-ölçülebilir

küme veya k�saca ölçülebilir küme ad� verilir.

Tan�m 1.1.13 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R bir fonksiyon

olsun. E§er ∀α ∈ R için

f−1(]α,+∞[) = {x ∈ X : f(x) > α}

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlar�n

ailesi M(X,A) ile gösterilir.
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Tan�m 1.1.14 (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan�ml�

geni³letilmi³ reel de§erli bir µ fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0

(ii) Her ayr�k (An) dizisi için

µ(∪∞
n=1An) =

∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerini sa§l�yorsa bu fonksiyona ölçü denir. E§er her A ∈ A için µ(A) < ∞

ise µ ye sonlu ölçü ad� verilir.

Tan�m 1.1.15 X lokal kompakt Hausdor� uzay� üzerinde kompleks bir

fonksiyon f olmak üzere ∀ϵ > 0 için K ⊂ X vard�r öyleki x /∈ K için f(x) < ϵ ise

f ye s�f�ra yak�ns�yor denir.

Tan�m 1.1.16 Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A σ-cebri ve A

üzerinde tan�ml� µ ölçüsünden olu³an (X,A, µ) üçlüsüne ölçü uzay� ad� verilir.

Tan�m 1.1.17 X bir küme ve P (X) X in kuvvet kümesi olsun. P (X)

üzerinde tan�ml�, geni³letilmi³ reel de§erli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗(∅) = 0

(ii) Her E ∈ P (X) için µ∗(E) ≥ 0

(iii)A ⊂ B ⊂ X için µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(iv)Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise

µ∗(
∪∞

n=1An) ≤
∑∞

n=1 µ
∗(An)

³artlar�n� sa§l�yorsa µ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir d�³ ölçüdür denir.

Tan�m 1.1.18 (Ik), R nin s�n�rl� ve aç�k alt aral�klar�n�n bir dizisi ve

τA = {(Ik) : A ⊂
∪
Ik} olsun. P (R) üzerinde

m∗(A) = inf{
∞∑
k=1

l(Ik) : (Ik) ∈ τA}

biçiminde tan�mlanan m∗ bir d�³ ölçüdür. Bu d�³ ölçüye Lebesgue d�³ ölçüsü

denir. Lebesgue d�³ ölçüsü R nin her bir alt aral�§�n�n uzunlu§una kar³�l�k getirir.

n−boyutlu Rn uzay�nda Lebesgue d�³ ölçüsünü tan�mlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, ..., n}
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n− boyutlu kapal� aral�klar�n� göz önüne alal�m. Bu aral�klar�n hacimleri v(I) =∏n
i=1(bi − ai) biçimindedir. Key� bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue d�³ ölçüsünü

m∗(E) = inf{
∞∑
k=1

v(Ik) : E ⊂
∞∪
k=1

Ik, Ik bir aral�k}

ile tan�mlan�r. ∀A ⊂ Rn için e§er

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ (Rn − E))

ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.

Tan�m 1.1.19 Bir f fonksiyonunun deste§i f(x) ̸= 0 ³art�n� sa§layan x

noktalar�n�n kapan�³�d�r ve suppf = {x : f(x) ̸= 0} ile gösterilir. E§er f fonksiy-

onunun deste§i kompakt bir küme ise bu durumda f ye kompakt destekli fonksiyon

denir.

Tan�m 1.1.20 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp = {f ∈ M(X,A) :

∫
X

|f |pdµ <∞}

kümesine p- inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s�n�f� denir. Lp uzay�nda

bir f fonksiyonunun normu

∥f∥p =

(
∫
X
|f |pdµ <∞) 1 ≺ p <∞

esssup|f(x)| p = ∞

ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.1.21 f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K

kümesi üzerinde ∫
K

|f |dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tan�m 1.1.22 f,(a,b) aç�k aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli bir fonksiyon

ve x0 ∈ (a, b) olsun. Her ϵ > 0 say�s�na kar³�l�k |x−x0| < δ iken |f(x)−f(x0)| < ϵ

olacak biçimde δ = δ(ϵ, x0) > 0 say�s� bulunabilirse f fonksiyonuna x0 noktas�nda

süreklidir denir.

7



Tan�m 1.1.23 A ve B topolojik uzaylar olmak üzere A dan B ye sürekli,

birebir, örten ve tersi de sürekli bir fonksiyona homeomor�zma denir. Homeomor-

�zmalar tüm topolojik uzaylar toplulu§u üzerinde bir denklik ba§�nt�s� tan�mlar.

Böylece olu³turulan denklik s�n��ar�n�n her birine homeomor�zma s�n�f� denir.

Tan�m 1.1.24 Topolojik uzay�n bir A alt kümesine ait bir a eleman� için

a n�n bir V kom³ulu§unun A ile arakesitinin yaln�zca a dan olu³mas� durumunda

a noktas�na izole nokta ad� verilir.

Tan�m 1.1.25 x ve y iki vektör ve iç çarp�m vektör uzay� V olmak üzere

< x, y >= 0 ise x ile y ortogonaldir denir ve x ⊥ y biçiminde gösterilir. Ayr�ca

degPn = n olmak üzere ortogonal polinomlar�n s�n�f� {P (x)} ile gösterilir ve [a,b]

aral�§�nda ortogonalli§i m ̸= n olmak üzere

< Pn, Pm >=

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)ω(x)dx = δmncn = 0

Tan�m 1.1.26 degPn = n olmak üzere iki polinom ortonormal ise m=n

için < Pn, Pm >=
∫ b

a
Pn(x)Pm(x)ω(x)dx = 1.

Tan�m 1.1.27 Bir (a)n dizisi için üreteç fonksiyon

G(ax;x) =
∞∑
n=0

anx
n

biçiminde gösterilir.

Tan�m 1.1.28 Gama fonksiyonu Matematikte faktöriyel fonksiyonunun

karma³�k say�lar ve tam say� olmayan reel say�lar için genellenmesi olan bir

fonksiyon olup Γ simgesiyle gösterilir.

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt

Γ(n) = (n− 1)!

Kompleks düzlemde Analitik devaml�l�k için n negatif tamsay� olmamal�d�r, poz-

itif tamsay� olmal�d�r.

Tan�m 1.1.29 Bo³ olmayan herhangi bir X kümesi ve τ = P (X) ailesi

verilsin. τ ailesi X üzerinde bir topoloji olup ∀x ∈ X için {x} ⊂ X alt kümesi

bir aç�k küme olup τ = P (X) topolojisine X üzerinde ayr�k topoloji denir.
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Tan�m 1.1.30 (Micheal Topolojisi) X in bo³tan farkl� kompakt al-

tkümelerinin uzay� Υ(X) ile gösterilsin. A,B ⊂ X için ΥA(B) := {C ∈ Υ(X) :

C ∩ A ̸= ∅ ve C ⊂ B}. X in aç�k alt kümeleri U ve V olmak üzere bütün

ΥA(B) nin alt tabanlar�yla genelle³tirilmi³ topoloji ΥX olmak üzere bu topoloji

a³a§�daki özelliklere sahiptir.[Michael 1951]

(i) X kompakt ise ΥX kompaktt�r.

(ii) ΥX lokal kompakt Hausdor� uzayd�r.

(iii) ΥX in kapal� bir alt kümesinin üzerine x→ {x} dönü³ümü X in bir homeo-

mor�zmidir.

(iv) X'in bo³tan farkl� sonlu alt kümelerinin koleksiyonu ΥX içinde yo§undur.

(v) E§er Ω ΥX in kompakt alt kümesi ise B := ∪{A : A ∈ Ω} X in kompakt

bir alt kümesidir.

d metri§i ile X metriklenebilir ise A,B ∈ ΥX olmak üzere ΥX Micheal topolojisi

ρ Hausdor� metri§i ile verilen Hausdor� topolojisinden daha kuvvetlidir ve

h(A,B) := sup{d(x,B) : x ∈ A}

iken

ρ(A,B) := max{h(A,B), h(B,A)}.
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1.2. ÖLÇÜLER

X üzerinde kompleks bir Radon ölçüsü µ olmak üzere µ ölçüsü Cc(X)

üzerinde sürekli lineer bir fonksiyoneldir. Böylece her E ⊂ X için αE sabiti var

olup öyleki ∀f ∈ CE(X) için |µ(f)| ≤ αE∥f∥∞.

X üzerindeki Radon ölçülerinin kümesi M(X) ile gösterilir.

∀µ ∈M(X) için µ nün e³leni§i µ biçiminde gösterilir ve ∀f ∈ CE(X) için

µ(f) = µ(f)

µ = Re(µ) + iIm(µ) biçiminde yaz�labilece§inden reel ve imajiner olmak üzere 2

k�s�mdan olu³ur. Burada

Re(µ) :=
1

2
(µ+ µ)

ve

Im(µ) :=
1

2i
(µ− µ)

biçimindedir. ∀µ ∈M(X) için

∥µ∥ := sup{|µ(f)| : f ∈ Cc(X), ∥f∥∞ ≤ 1}.

µ s�n�rl� ise |µ(f)| < ∞ biçiminde, kontraktif ise |µ(f)| ≤ 1 ve olas�l�k ölçüsü ise

µ ≥ 0 ve ∥µ∥ = 1.

M(X) in baz� alt kümeleriM b(X),Mc(X),M+(X),M (1)(X)veM1(X) olup bunlar

s�ras�yla s�n�rl� Radon ölçüleri, kompakt deste§e sahip ölçüler, kontraktif ölçüler ve

olas�l�k ölçüleri kümesi olarak adland�r�l�r. BuradaMc(X) ⊂M b(X) veM1(X) ⊂

M (1)(X) ⊂M b(X) oldu§u görülür.

1.2.1. Haar Ölçüsü

G lokal kompakt topolojik grup ve G nin kapal� kompakt alt kümeleri

taraf�ndan üretilmi³ σ cebri B olsun. B üzerindeki bir µ ölçüsünün sol Haar

ölçüsü olmas� için;

(i)Her B ∈ Bkümeleri üzerinde d�³ regüler
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(µ(B) = inf{µ(U)|U ⊃ B,Uaç�k})

(ii)Her U ∈ B kümeleri üzerinde iç regüler

(µ(B) = sup{µ(K)|K ⊂ B,Kkompakt})

(iii)Her K ∈ B kompakt kümeleri üzerinde sonlu

(iv)Her B ∈ B için µ(gB) = µ(B)

(v)Her bo³tan farkl� B ∈ B için µ(B) > 0

Benzer biçimde sa§ Haar ölçüsü için Her B ∈ B için µ(Bg) = µ(B) olmal�d�r.

1.2.2. Radon Ölçüsü

X üzerindeki Radon ölçülerinin kümesi M(X) ile gösterilir. ∀µ ∈ M(X)

için

∥µ∥ := sup{|µ(f)| : f ∈ Cc(X), ∥f∥∞ ≤ 1}.

1.2.3. Plancherel Ölçüsü

G sonlu bir grup olsun. G nin indirgenemez temsillerinin kümesini G∧ ile

gösterdi§imizde G∧ kümesi üzerindeki Plancherel ölçüsü

µ(π) =
(dimπ)2

|G|

olup π ∈ G∧ ve indirgenemez π temsilinin boyutu dimπ olarak gösterilir.

1.2.4. Lebesque Ölçüsü

M(R,m∗), m∗ d�³ ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümelerinin s�n�f�

olsun. m∗ Lebesgue d�³ ölçüsünün M(R,m∗) s�n�f�nada B(R) s�n�f�nda olan k�s�t-

lanmas�na Lebesgue ölçüsü denir ve m ile gösterilir.
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2. H�PERGRUPLAR

2.1. H�PERGRUPLAR

K ̸= ∅ lokal kompakt Hausdor� uzay� olmak üzere a³a§�daki ³artlar sa§lan�y-

orsa (K, ∗) a bir hipergrup denir.

HG1: (M b(K),+, ∗) vektör uzay� üzerinde tan�mlanan ∗ ikili i³lemi ile birlikte bir

cebir olu³turur.

HG2: εx ∗ εy ∈M1(K) ve x, y ∈ K kompakt olmal�.

HG3: K×K →M1(K) ³eklinde tan�mlanan (x, y) → εx ∗ εy dönü³ümü süreklidir.

HG4: K × K → ℑ(K) ³eklinde tan�mlanan (x, y) → supp(εx ∗ εy) dönü³ümü

süreklidir.

HG5: εe ∗ εx = εx ∗ εe = εx ³art�n� sa§layan birtek e ∈ K vard�r.

HG6: (εx ∗ εy)− = εy− ∗ εx− ³art�n� sa§layan tek bir involüsyon vard�r.(K → K ya

tan�ml� x→ x− homeomor�zmi ∀x ∈ K için (x−)− = x)

HG7: e ∈ supp(εx ∗ εy) olmas� için gerek ve yeter ³art x = y− x, y ∈ K.

Genellikle literatürde ve bu çal�³mada hipergrup (K, ∗) ile gösterilecektir. Hiper-

grubun en yayg�n örne§i lokal kompakt Hausdor� G grubu ileM b(G) yi kendisine

ta³�yan normal konvolüsyon yap�s�d�r.

Ayr�ca µ→ µ− dönü³ümü M b(K) üzerinde zay�f sürekli, pozitif ve lineerdir.

µ ∈M b(K) n�n adjointi µ∼ ile gösterilir ve ∀A ∈ Υ(K) için

µ∼(A) := µ−(A).

K hipergrubu komütatif ise (M b(K),+, ∗) komütatif cebirdir. Bir hipergrubun in-

volüsyonu birim dönü³üm ise hermityen olarak adland�r�l�r. Her hermityen hiper-

grup komütatifdir çünkü

εx ∗ εy = (εx ∗ εy)− = εy− ∗ εx− = εy ∗ εx.
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Konvolüsyon dönü³ümün pozitif ve süreklili§i ile birlikte herbir µ, ν ∈M b(K) için

µ ∗ ν =

∫
K

∫
K

εx ∗ εyµ(dx)ν(dy)

dönü³ümün tek oldu§u garantilenmi³ olur.

Tan�m 2.1.1

τ :M b(K1) →M b(K2)

dönü³ümü bir (hipergrup) homeomor�zm olarak adland�r�l�r ise ∀µ, ν ∈ M b(K1)

için

τ(µ ∗ ν) = τ(µ) ∗ τ(ν)

ve

τ(µ−) = τ(µ)−

ve ∀x ∈ K1 için τ(εx) bir nokta ölçüsüdür. E§er ek olarak

τ :M b(K1)
1−1−−→M b(K1)

ise izomor�zm olarak adland�r�l�r.

2.1.1. Dönü³üm Ve Konvolüsyon

Hipergrubun tan�m�nda ilk olarak nokta ölçüleri için konvolüsyon ver-

ilmi³tir. Konvolüsyon üzerinde süreklilik ve poziti�ik varsay�ld�§�nda bütün kom-

pleks ölçülere kolayca geni³letilebilir. Fonksiyonlar�n dönü³ümü a³a§�daki gibi

tan�mlan�r.

2.1.2. Fonksiyonlar�n Dönü³ümü

f ∈ B(K) x, y ∈ K için

f(x ∗ y) :=
∫
K

fd(εx ∗ εy)

integrali vard�r. Yukardaki notasyonda f(xy) nin anlam� K lokal kompakt semi-

grup olmas� durumudur. Ancak x ∗ y kendi ba³�na bir anlam içermez. Burada

f−(x ∗ y) = f(y− ∗ x−)
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oldu§una dikkat etmeliyiz. f nin x ten y ye soldan dönü³ümü

T xf(y) = f(x ∗ y)

ve f nin x ten y ye sa§dan dönü³ümü

Txf(y) = f(y ∗ x).

Ayr�ca

(T xµ)(f) = µ(T xf)

ve µ ∈M(K) ve ∀f ∈ Cc(K), x ∈ K için

(Txµ)(f) = µ(Txf).

f ∈ Cc(K) iken T xf ∈ Cc(K) oldu§u kolayca görülür. f ∈ Cb(K) için [HG3] ten

dolay� K ×K üzerinde

(x, y) → f(x ∗ y)

dönü³ümü sürekli fonksiyondur ve bundan dolay� K üzerinde T xf ve Txf sürekli

fonksiyondur.

2.1.3. Fonksiyonlar�n Dönü³ümü �le �lgili Özellikler

(i) (x, y) → f(x ∗ y) dönü³ümü B(K ×K) ya aittir.

(ii) E§er x, y ∈ K ve |f |(x∗y) sonlu ise f(x∗y) tan�ml� olup |f(x∗y)| ≤ |f |(x∗y).

(iii) T xf, Txf ∈ B(K).

(iv)
∫
K
fd(µ ∗ ν) =

∫
K

∫
K
f(x ∗ y)µ(dx)ν(dy).

(v)
∫
K
T xfdµ =

∫
K
fd(εx ∗ µ).

(vi) T xf(y ∗ z) = Tzf(x ∗ y).
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2.1.4. Kümelerin Konvolüsyonu

A,B ⊂ K için

A ∗B := ∪{supp(εx ∗ εy) : x ∈ A, y ∈ B}. [1]

�imdi kümelerin konvolüsyonu ile ilgili bir önerme verece§iz.

Önerme 2.1.1 (A ∗B) ∩ C ̸= ∅ ⇐⇒ B ∩ (A− ∗ C) ̸= ∅.

A³a§�da ölçülerin konvolüsyonunun supportlar� ile ilgili bir önerme verile-

cektir.

Önerme 2.1.2 µ, ν ∈M b(K) verildi§inde

(i) supp(µ ∗ ν) ⊂ (supp(µ) ∗ supp(ν))c

(ii) supp(µ ∗ ν) = (supp(µ) ∗ supp(ν))c µ, ν ≥ 0

(iii) supp(µ ∗ ν) = supp(µ) ∗ supp(ν) µ, ν ∈Mc,+(K)

2.1.5. Fonksiyonlarin Konvolüsyonu

f, g ∈ B(K) için en az bir tanesi σ sonlu ise K kümesinde f ∗g konvolüsyon

tan�m�

(f ∗ g)(x) : =
∫
K

f(x ∗ y)g(y−)ωK(dy)

=

∫
K

(T xf)g−dωK .

2.1.6. Fonksiyonlar�n Konvolüsyonunun Özellikleri

(i) f, g ∈ B(K) ,p, q ∈ [1,∞] ile 1
p
+ 1

q
= 1 ve ∥f∥ < ∞ ve ∥g∥p < ∞ oldu§u

farzedilsin. Bu durumda f ∗ g− süreklidir ve ∥f ∗ g−∥∞ ≤ ∥f∥p∥g∥p
1Jewett,R.I. Spaces with an abstract convolution of measures,Adv.in Math.1975,no.1,1-101.
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(ii) 1 < p <∞ iken f ∗ g− ∈ C0(K)

(iii) ∥f∥1 ve ∥g∥p <∞ ise ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p

2.1.7. Fonksiyonlar Ve Ölçülerin Konvolüsyonu

µ ∈M b(K) ve f ∈ B(K)

(i) (µ ∗ f)(x) :=
∫
K
f(y− ∗ x)µ(dy) ve

(ii) (f ∗ µ)(x) :=
∫
K
f(x ∗ y−)µ(dy)

2.1.8. Fonksiyonlar Ve Ölçülerin Konvolüsyonunun Özellikleri

Burada fonksiyonlar ve ölçüler aras�ndaki konvolüsyunun özelliklerini vere-

ce§iz.

µ ∈M b(K) ve f, g ∈ B(K) olsun.

(i) f σ sonlu ise µ ∗ f de σ sonludur.

(ii) ∥f∥1 <∞ ise (µ ∗ f)ωK = µ ∗ (fωK)

(iii) ∥f∥1 <∞ ise
∫
K
(µ ∗ f)dωK = µ(K)

∫
K
fdωK

(iv) f veya g den birisi σ sonlu ise
∫
K
(µ ∗ f)gdωK =

∫
K
f(µ− ∗ g)dωK

Önerme 2.1.3

(i) f ∈ Cb(K),µ ∈M b(K) ise µ ∗ f ∈ Cb(K) ve

∥µ ∗ f∥∞ ≤ ∥µ∥∥f∥∞

(ii) f ∈ Cc(K),µ ∈M(K) ise µ ∗ f ∈ C(K)

(iii) f ∈ Cc(K),µ ∈Mc(K) ise µ ∗ f ∈ Cc(K)
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(iv) f ∈ C0(K),µ ∈ M b(K) ise µ ∗ f ∈ C0(K) olup bu durumda τω − limµ = µ

∥µ1 ∗ f − µ ∗ f∥∞ → 0 [2]

Önerme 2.1.4 µ, ν ∈M b(K) ve f ∈ B(K), µ ∗ f ∈ B(K) için∫
K

µ− ∗ fdν =

∫
K

fd(µ ∗ ν) =
∫
K

(f ∗ ν−)dµ

olup ayr�ca

(i) µ ∗ (ν ∗ f) = (µ ∗ ν) ∗ f

(ii) µ ∗ (f ∗ ν) = (ν ∗ f) ∗ ν

(iii) (µ ∗ f)− = f− ∗ ν−

2.1.9. S�n�rl� Ölçülerin Ötelenmesi Ve S�f�ra Yak�nsamas�

Tan�m 2.1.2 µ ∈ M(K) s�n�rl� sol ötelenmi³ ise (yada sol dönü³üm) µ

nün sol dönü³ümlerinin kümesi {T xµ : x ∈ K} belirsiz s�n�rl�d�r. Sol ötelenmi³

belirsiz ölçülerin kümesi M τ (K) ile gösterilir. E§er µ ötelenmi³ s�n�rl� ise µ− ile

gösterilir. µ ∈ M(K) n�n ötelenmi³ s�n�rl� olmas� ancak ve ancak ∀f ∈ Cc(K)

için µ ∗ f ∈ Cc(K) olmas�d�r.

Tan�m 2.1.3 µ ∈M(K) zay�f ötelenmi³ s�n�rl� olarak adland�r�l�rsa(yada

zay�f dönü³üm)∀f ∈ Cc(K) için µ∗f ∗f∼. Zay�f ötelenmi³ s�n�rl� ölçülerin kümesi

M τ
w ile gösterilir.

Tan�m 2.1.4 µ ∈ M(K) s�f�ra yak�ns�yorsa ∀f ∈ Cc(K) için µ ∗ f ∈

C0(K). S�f�ra yak�nsayan µ ∈M(K) n�n kümesi M0(K) ile gösterilir.
2Berg,C.;Forst,G. Potantial Theory on locally compact abelian groups,Ergebnisse der Mathematik und ihrer

Grenzgebiete,87.Springer-Verlag,New York-Heidelberg,1975.
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2.1.10. Invaryant Ölçüler

Tan�m 2.1.5 ∀x ∈ K ve f ∈ Cc(K) için∫
K

fd(εx ∗ ω) ≤
∫
K

fdω

olup s�f�rdan farkl� ω ∈M+(K) ölçüsüne sol alt invaryant ad� verilir. E§er burada

e³itlik sa§lan�rsa ω sol Haar ölçüsü veya sol invaryant olarak tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.6 ∀x ∈ K ve f ∈ Cc(K) için∫
K

fd(εx ∗ ω) = k(x)

∫
K

fdω

olup s�f�rdan farkl� ω ∈M+(K) ölçüsüne k�smi sol invaryant denir.

k çarpan� süreklidir ve

k : K → Rx
+.

Ayr�ca ∀x, y ∈ K için

k(x ∗ y) = k(x)(y).

2.1.11. Invaryant Ölçülerin Özellikleri

ω K kümesinde sol alt invaryant ölçüsü f ∈ B+(K), x ∈ K ve µ, ν ∈

M b
+(K) ise

(i)
∫
K
T xfdω ≤

∫
K
fdω

(ii) 1 ≤ p <∞ için ∥T xf∥ ≤ ∥f∥p, f ∈ Lp(K) := Lp(K,ω)

(iii) K n�n kompakt alt kümesi A ise ω(A) ≤ ω({x} ∗ A)

(iv) µ ∗ ω konvolüsyonu mevcuttur ve µ ∗ ω ≤ µ(K)ω

(v) ν ≤ ω ise µ ∗ ν ≤ ω

(vi) µ ∈M1
c (K) ve g ∈ C+

c (K) ise µ ∗ g ∈ C+
c (K) ve

∫
K
µ ∗ gdω ≤

∫
K
gdω.

18



2.1.12. Modüler Fonksiyon

K üzerinde ωK sol invaryant ölçüsü olsun. K üzerinde sa§ modüler fonksiyon

△ olarak tan�mland�§�nda

ωK ∗ εx = △(x)ωK

olup ∀x ∈ K d�r. △ = 1 ise birim modüler olarak adland�r�l�r.

2.1.13. Lokal Düzgün Süreklilik

Lokal s�n�rl� ölçülebilir f fonksiyonu x0 ∈ K iken x0 �n U gibi bir kom³ulu§u

vard�r öyleki ∀ε > 0 için e biriminin V kom³ulu§u var olup

|f(y ∗ x)− f(x)| < ε

∀x ∈ U, y ∈ V ise f ye sol lokal düzgün süreklidir denir.

2.1.14. Semikarakterler Ve 2.Dereceden Formlar

K üzerinde lokal s�n�rl� ölçülebilir bir fonksiyon χ ile gösterilirse

(i) χ(e) = 1

(ii)χ(x ∗ y) = χ(x)χ(y) ∀ x, y ∈ K

Ek olarak ∀x ∈ K için χ(x−) = χ(x) ise χ ye semikarakter ad� verilir.

Tan�m 2.1.7 (a) ∀x, y ∈ K için q ∈ L∞
loc(K) quadratik(2.dereceden)

form ise

q(x ∗ y) + q(x ∗ y−) = 2q(x) + 2q(y)

olmas� sa§lan�r.

(b)∀x, y ∈ K için h ∈ L∞
loc(K) toplamsal ise

h(x ∗ y) = h(x) + h(y)

ve ek olarak ∀x ∈ K için h(x−) = h(x) ise bir homeomor�zmdir.
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2.1.15. Düzgün Süreklilik

f ∈ B(K) olmak üzere

(i) α− düzgün sürekli ise ϵ > 0 verildi§inde e nin ω aç�k kom³ulu§u varsa

x, y ∈ K ve (ϵx ∗ ϵy−)(W ) > 0 ve |f(x)− f(y)| < ϵ.

(ii) β− düzgün sürekli ise ϵ > 0 ve x0 ∈ K iken x0 �n Ux0 kom³ulu§u vard�r

öyleki ∀x ∈ Ux0 için ∥T xf − T x0f∥∞ < ϵ.

(iii) γ− düzgün sürekli ise x, y ∈ K için (ϵx∗ϵy−)(W ) > 0 olup ∥T xf−T yf∥∞ < ϵ

olur.

Herhangi bir düzgün sürekli fonksiyonun sürekli oldu§u aç�kt�r.

Tan�m 2.1.8 µ ∈ M(K) olsun. σ ∈ M+(K
∧) varsa(tek olmas� gerekli)

öyleki ∀f ∈ Cc(K) için ∫
K

|f̂ |2dσ <∞

ve ∫
K

f ∗ f∼dµ =

∫
K∧

|f̂ |2dσ

olup σ := Fµ ye µ nün Fourier dönü³ümü denir.
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3. ÇOK DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLAR

Bu bölümde Zeuner (1992) in yapm�³ oldu§u çal�³malar esas al�narak

çok de§i³kenli polinomsal hipergruplar�n yap�s� incelenmi³tir. Ayr�ca polinomsal-

lar�n çe³itli s�n��ar�ndan ortaya ç�kan yeni hipergruplar Koornwinder taraf�ndan

çal�³�lm�³t�r.

3.1. ÇOK DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLAR

K, ayr�k topoloji ile donat�lm�³ say�labilir bir küme ve d ∈ N olsun. Cd

üzerinde polinomsallar�n bir kümesi

{Qx : x ∈ K}

olsun.

∀n ∈ Z+ için

Q ∈ C[z1, z2, ..., zd]

polinomsallar�n�n bir kümesi ℘(n) olarak gösterilsin. Burada

deg(Q) ≤ n

ve

Kn = {x ∈ K : Qx ∈ ℘(n)}

olsun. ∀n ∈ Z+ için ℘(n) in bir taban�

{Qx : x ∈ K}.

∀x, y ∈ K için QxQy çarp�m� tek olarak gösterildi§i kabul edilirse

QxQy = Σw∈Kc(x, y, w)Qw

olup c(x, y, w) ∈ C katsay�lard�r.

Tan�m 3.1.1 (K, ∗) hipergrubunun polinomsal hipergrup(d de§i³kenliler

dahil) olarak adland�l�rsa {Qx : x ∈ K} ailesi vard�r öyleki ∀x, y ∈ K ve w ∈ K
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için εx ∗ εy konvolüsyonu

εx ∗ εy({w}) := c(x, y, w)

ile tan�mlan�r. Hipergrup {Qx : x ∈ K} biçiminde veya (K, ∗(Qx)) biçiminde

gösterilir. Bazen K n�n x elemanlar� ile Qx ∈ C[z1, z2, ..., zd] polinomsallar�n� bir

tutaca§�z. Özellikle zj ∈ K1 yazd�§�m�zda x ∈ K1 için zj = Qx ve z−j := Qx− j ∈

{1, 2, ..., d} olarak gösterilir.

Önerme 3.1.1 Her (K, ∗) polinomsal hipergrubu a³a§�daki özellikleri

sa§lar.

(i) K n�n semikarakterleri K∗kümesi,

{χz : z ∈ Cd}

kümesi ile çak�³�kt�r. Burada χz , χz(x) := Qx(z) x ∈ K ³eklinde tan�mlanan

ifade evalüasyon dönü³ümünü göstermektedir.

(ii) χz ve z nin belirtilmesi ile elde edilen K üzerindeki s�n�rl� çarp�msal fonksiy-

onlar�n kümesi Υb(K) ile

{z ∈ Cd : |Qx(z) ≤ 1,∀x ∈ K|}

kümesi homeomor�ktir.

(iii) K n�n duali olan K∧ kümesi

{z ∈ Cd : |Qx(z) ≤ 1, Qx−(z) = Qx(z), x ∈ K}

kümesine homeomor�ktir.

�spat. (i) εx ∗ εy konvolüsyon tan�m�ndan x, y ∈ K olmak üzere

Qx(z)Qy(z) =
∑
w∈K

(εx ∗ εy)({w})Qw(z)

lineerizasyonun terimleri içindedir. Ayr�ca χz evaluasyon dönü³ümü her z ∈ Cd

için bir semikarakterdir. Kar³�t�n� ispatlamak için K n�n key� χ semikarakterini

seçeriz ve baz� z ∈ Cd için χz formunun χ oldu§unu gösteririz. < K1 >, ℘(n) e e³it

oldu§unda z ∈ Cd tek olur öyleki her x ∈ K1 için Qx(z) = χ(x). Tümevar�mdan
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n := deg(Qx) olup ispat tamamlan�r.

Farzedelim her x ∈ Kn için Qx(z) = χ(x) olacak biçimde z ∈ Cd mevcut olsun.

< Kn >= ℘(n)

e³itli§inden

< K1Kn >=< ℘(1)℘(n) >= ℘(n+ 1) =< Kn+1 > .

Ve böylece her x ∈ Kn+1 için Qx i aj ∈ C, xj ∈ K1 ve yj ∈ Kn için

Qx =
k∑
1

ajQxj
Qyj

biçiminde gösteririz.

C[z1, z2, ..., zd] olmak üzere Mc(K) uzay� tan�mlanabilir. Buradan

εx =
k∑

j=1

ajεxj
∗ εyj

oldu§u görülür ve

χx : =

∫
K

χdεx

= Σk
j=1aj

∫
K

χd(εxj
∗ εyj)

= Σk
j=1ajχ(xj)χ(yj)

= Σk
j=1ajQxj

(z)Q(yj(z)

= Qx(z)

hipotez sa§lan�r.

(ii)Direkt olarak Υb(K) n�n tan�m�ndan sa§land�§� görülür.

(iii)

{z ∈ C : |Qx(z)| ≤ 1, Qx−(z) = Qx(z) ∀x ∈ K1}

kümesi s�n�rl�d�r ve bu kümenin kapal� alt kümeleri

{z ∈ C : |Qx(z)| ≤ 1, Qx−(z) = Qx(z) ∀x ∈ K1}

kompaktt�r. Dolay�s�yla z → χz dönü³ümü bir homeomor�zm belirtir.

23



3.1.1. Polinomsal Hipergruplar�n Di§er Özellikleri

(i) Her K plinomsal hipergrubu bir normalizasyon kabul edilirse

x ∈ K için z0 ∈ Cd vard�r öyleki Qx(z0) = 1. K n�n birim karakteri 1 := 1x

olup Cd nin birkaç eleman� kar³�l�k gelir. Bu durumda polinomsal hipergru-

plarda z0 noktas� bir normalle³tirme noktas�d�r.

(ii) K polinomsal hipergrubun herhangi bir modi�kasyonuda bir polinomsal hiper-

gruptur. Bu gerçekten hareketle K n�n pozitif semikarakteri χ olmak üzere

∀x ∈ K için z0 ∈ Cd vard�r öyleki χx = Qx(z0) d�r. Ve böylece

x→ χz(x)
∧ :=

χz(x)

χx

=
Qx(z)

Qx(z0)

oldu§u görülmü³ olur.

(iii) K(1) × K(2) polinomsal hipergruplar�ndan K(1) × K(2) içine bir polinomsal

hipergrup a³a§�daki yolla yap�l�r. K(1) ve K(2) tan�m�yla Cd1 ve Cd2 üz-

erindeki polinomsallar�n koleksiyonu

{Q(1)
(x) : x ∈ K(1)}

ve

{Q(2)
(y) : y ∈ K(2)}

olarak gösterilsin. Buradan Cd1+d2 üzerindeki polinomsallar�n

{Q(1)
(x) ⊗Q

(2)
(y) : x, y ∈ K(1) ×K(2)}

koleksiyonuK(1)×K(2) üzerinde bir polinomsal hipergrup yap�s�d�r. S�ras�yla

Cd1 ve Cd2 içindeki z1 ve z2 K(1) ve K(2) nin normalle³tirme noktas� kabul

edilirse K(1) ×K(2) nin normalle³tirme noktas� (z1, z2) ∈ Cd1+d2 .

∀x ∈ K için x− ∈ K vard�r öyleki ∀z ∈ supp(π) için Qx−(z) = Qx(z) olup

π ∈M1(Cd).

∀x, y, w ∈ K için ∫
Cd

QxQyQwdπ ≥ 0.
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Önerme 3.1.2 Cd içindeki polinomsallar�n kümesi {Qx : x ∈ K} olmak

üzere π ∈ M1(Cd) ortogonallik ile ilgili bir ölçü olup {Qx : x ∈ K} kümesi

taraf�ndan tan�ml� K bir polinomsal hipergrup belirtir.

Tan�m 3.1.2 K ayr�k topoloji ile donat�lm�³ bir küme olmak üzere d ∈ N

olsun. Cd üzerindeki polinomsallar�n bir kümesi

{Qx : x ∈ K}

olsun. ∀n ∈ Z+ için

Q ∈ C[z1, z2, ..., zd]

polinomsallar�n�n bir kümesi ℘(n) olarak gösterilsin. Burada

deg(Q) ≤ n

ve

Kn = {x ∈ K : Qx ∈ ℘(n)}

olmak üzere ℘(n) in bir taban�

{Qx : x ∈ K}.

∀x, y ∈ K için QxQy çarp�m�n�n tek oldu§u kabul edilirse

QxQy = Σw∈Kc(x, y, w)Qw

olup burada c(x, y, w) ∈ C. ∀x, y ∈ K ve εx ∗ εy konvolüsyonu tan�m�yla

{Qx : x ∈ K}

ailesi vard�r öyleki

εx ∗ εy(w) := c(x, y, w) w ∈ K.

Buradan

Qx ∈ C[z1, z2, ..., zd]

ve zj = Qx zj− = Qx− j ∈ {1, 2, ..., d} olmak üzere (K, ∗) hipergrubunun

polinomsal hipergrup oldu§u görülür.
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4. B�R DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLAR

4.1. B�R DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLAR

deg(Qn) = n, baz� x0 ∈ R ve her n ∈ Z+ için Qn(x0) = 1 özelliklerini

sahip Qn ∈ R[x] polinomsallar�n�n dizisi {Qn : n ∈ Z+} olmak üzere

QmQn = Σk≥0c(m,n, k)Qk ∀m,n, k ∈ Z+ c(m,n, k) ≥ 0

anlam�nda negatif olmayan bir lineerizasyona imkan verir.

εm ∗ εn := Σk≥0 c(m,n, k)εk konvolüsyonu dual uzay�

z∧+ = {χx : x ∈ R, supn≥0|Qn(x)| <∞}

olan M b(Z+) y� polinomsal hipergrup (1- boyutlu)yapan M b(Z+) üzerinde bir

konvolüsyona geni³letir.

Burada

χx(n) := Q(x) n ∈ Z+.

Önerme 4.1.1 ∀n ∈ N için

{n+ 1} ⊂ supp(ε1 ∗ εn) ⊂ {n− 1, n, n+ 1}

³art�n� sa§layan (Z+, ∗) hipergrubu bir polinomsal hipergruptur.

�spat. (Z+, ∗) �n birim eleman� e ile gösterilsin.

{e+ 1} ⊂ supp(ε1 ∗ εn) = {1}

den e = 0 sonucu ç�kar. Ayr�ca tümevar�m yoluyla ∀m ≤ n için

supp(εm ∗ εn) ⊂ {n−m,n−m+ 1, ..., n+m}

oldu§u görülür. m = 1 için önermedeki hipotezin bir k�sm� do§rudur. Tümevar�m

yoluyla m yerine m+1 al�nd�§�nda n ≥ m için

supp(εm+1 ∗ εn) ⊂ supp(ε1 ∗ εm ∗ εn)

⊂ {1} ∗ {n−m,n−m+ 1, ..., n+m}
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⊂ {n−m− 1, n−m, ..., n+m+ 1}.

∀n ∈ Z+ için n− = n. Aksi halde baz� n ∈ Z+ için n− < n al�nd�§�nda

0 ∈ supp(εn− ∗ εn)

⊂ {n− n−, n− n− + 1, ..., n+ n−}

olup yanl�³ oldu§u aç�kt�r. Bundan dolay�(Z+, ∗) hermityen ve de§i³melidir.

Sonuç olarak

A := {χ(1) : χ ∈ Z∧
+}

kümesi R nin kompakt alt kümesidir.

n. dereceden Qn polinomlar�n�n bir dizisini (Qn)n≥0 ile tan�mlad�§�m�zda

Q0 = 1 Q1(x) = x ve

Q1Qn = (ε1 ∗ εn)({n+ 1})Qn+1 + (ε1 ∗ εn)({n})Qn + (ε1 ∗ εn)({n− 1})}Qn−1.

(Qn)n≥0 dizisinin yap�s�ndan

χ(n) = Qn(χ(1)) n ∈ Z+.

Bundan dolay� A Z∧
+ üzerine örten kabul edilir ve sonsuzdur.

∀x ∈ A için χn = Qn(χ(1)) olup buradan

Qm(x)Qn(x) =
∑
k∈Z+

(εm ∗ εn)({k})Qk(x)

m,n ∈ Z+. Fakat A sonsuz oldu§undan ∀x ∈ R ye geni³letilebilir. Böylece

(Z+, ∗) �n polinomsal hipergrup oldu§u görülmü³ olur.

Teorem 4.1.1 n. dereceden Qn ∈ R[x] polinomsallar�n�n (Qn)n≥0

dizisinin π ∈ M b
+(R) ortogonallik ölçüsüne göre sonsuz supportlu olmas� için

gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlardan herhangi birini sa§lamas� yeterlidir.

a) ∀n ≥ 1 için an−1cn > 0 � sa§layan (an)n≥0 (bn)n≥0 (cn)n≥1 reel dizileri

vard�r öyleki (Qn)n≥0 dizisi için

Q0 = 1 Q1 = a0Id+ b0

Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1
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b) ∀n ≥ 0 vec
′
n > 0 için (b

′
n)n≥0 ve (c

′
n)n≥0 reel dizileri vard�r öyleki

Q0 ≡ 1 Q1 = Id− b
′
0

Qn+1 = (Id− b
′

n)Qn − c
′

nQn−1 (n ≥ 1)

c) ∀n ≥ 0 ve a
′′
n > 0 için (a

′′
n)n ≥ 0 ve (b

′′
n)n ≥ 0 reel dizileri vard�r öyleki

Q0 ≡ 1 x = a
′′

0Q1(x) + b
′′

0

xQn(x) = a
′′

n −Qn+1(x) + b
′′

nQn(x) + a
′′

n−1Qn−1(x) ∀n ≥ 1 x ∈ R.

Teorem 4.1.2 R[x] içindeki polinomsallar�n (Qn)n≥0 dizisi baz� π ∈

M b
+(R) ye göre ortogonal ve her n için Q0 ≡ 1 ve deg(Qn) = n iken sonsuz

destekli olsun. (Qn)n≥0 negatif olmayan lineerizasyon kabul edilirse

∀m,n ∈ Z+,c(m,n, k) ≥ 0,k ∈ {0, 1, ...,m+ n} için

QmQn =
m+n∑
k=0

c(m,n, k)Qk

ve

m+n∑
k=0

c(m,n, k) = 1

olup M b(Z+) kümesindeki ∗ konvolüsyonu

εm ∗ εn :=
m+n∑
k=0

c(m,n, k)εk

tan�m�yla Z+ içine etkisiz eleman� 0 ve birim involüsyonlu bir polinomsal hiper-

grup elde edilmi³ olur.

�spat. ∀k < |m− n| için c(m,n,k)=0 olmas� zorunludur. Çünkü

k > m+ n için ∫
R
(QmQn)Qkdπ =

m+n∑
l=0

c(m,n, l)

∫
R
QlQkdπ = 0

olurki bu e³itlik m > n + k ve n > m + k içinde sa§lan�r. Böylece k < |m − n|

iken

c(m,n, k)

∫
R

Q2
kdπ = 0
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ise c(m,n,k)=0 oldu§u görülmü³ olur. Di§er taraftan

m+n∑
k=0

c(m,n, k) = 1

den εm ∗ εn ölçülerinin M1
c (Z+) ya ait oldu§u sonucunu ç�kar�r�z.

Hipergrup aksiyomlar�n�n kal�c� do§rulu§unu kan�tlamak için 0 ∈ Z+ n�n etkisiz

eleman oldu§unu ve Z+ içinde n→ n involüsyonu sa§lad�§�n� not edelim.

Böylece m,n ∈ Z+ için 0 ∈ supp(εm ∗ εn) olmas�n�n ancak ve ancak m = n

oldu§unu göstermek kal�r. Fakat m ̸= n için c(m,n, 0) = 0 olup 0 /∈ supp(εm ∗εn)

oldu§u görülür.

Ayr�ca a³a§�daki e³itlikte m = n ve k = 0 iken

c(m,n, 0)π(R) = c(n, n, 0)

∫
R

Q2
0dπ =

∫
R

Q2
nQ0dπ =

∫
R

Q2
ndπ > 0

olur ki bu durumda c(n, n, 0) > 0 oldu§unu ve böylece 0 ∈ supp(εm∗εn) oldu§unu

gösterir.

m+n∑
k=0

c(m,n, k) = 1

e³itli§inden x0 noktas�n�n (Qn)n≥0 için bir normalle³tirme noktas� oldu§u aç�kt�r.

Her bir n ∈ Z+ için

an = c(1, n, n+ 1)

bn = c(1, n, n)

cn = c(1, n, n− 1)

yaz�l�r. Buradan ∀n için an, cn > 0 ve bn ≥ 0 oldu§u kolayca görülür. Ve böylece

c(m,n,m+ n) =
c(m− 1, n,m+ n− 1)c(1,m+ n− 1,m+ n)

c(1,m− 1,m)

c(m,n, n−m) =
c(m− 1, n, n−m+ 1)c(1, n−m+ 1, n−m)

c(1,m− 1,m)

Teorem 4.1.3 Bir önceki teoremdeki gibi tan�ml� bir polinomsal hiper-

grup (Z+, ∗) olsun. m ≥ n için

c(m− n, n,m) =
am−1am−2...an

am−n−1am−n−2...a1
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ve

c(m− n,m, n) =
cn+1cn+2...cm

am−n−1am−n−2...a1
.

�spat.

c(m,n,m+ n) =
c(m− 1, n,m+ n− 1)c(1,m+ n− 1,m+ n)

c(1,m− 1,m)

özde³li§i yard�m�yla

c(m− n, n,m) =
c(m− n− 1, n,m− 1)c(1,m− 1,m)

c(1,m− n− 1,m− n)

= c(m− n− 1, n,m− 1)
am−1

am−n−1

=
am−1am−2...an+1an
am−n−1am−n−2...a1

oldu§u gösterilirmi³ olur. Benzer ³ekilde

c(m,n, n−m) =
c(m− 1, n, n−m+ 1)c(1, n−m+ 1, n−m)

c(1,m− 1,m)

özde³li§i yard�m�yla

c(m− n,m, n) =
cn+1cn+2...cm

am−n−1am−n−2...a1

oldu§u gösterilir.

n ≥ 1 iken R+ içinde an > 0,cn > 0 ve an + bn + cn = 1 ko³ullar�n� sa§layan

(an)n≥1,(bn)n≥1 ve (cn)n≥1 dizilerinden meydana gelen iki önemli polinomsal dizi

tipi vard�r.

4.1.1. Polinomsal Dizinin [L] Tipi

a0 > 0,b0 ∈ R ve a0 + b0 = 1 olsun. L tipi (Qn)n≥0 polinomsal dizisi

Q0 := 1

Q1 :=
1

a0
(Id− b0)

Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1 (n ≥ 1)

biçiminde gösterilir.

30



4.1.2. Polinomsal Dizinin [V] Tipi

α, γ > 0 iken α := lim an, β := lim bn, γ := lim cn nin mevcut oldu§u

farzedilsin.

V tipi (Qn)n≥0 polinomsal dizisi

Q0 := 1

Q1 := 2
√
αγId+ β

Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1 n ≥ 1

biçiminde gösterilir. [L] tipi veya [V] tipi dizilerinin normalle³tirme noktalar�

s�ras�yla

x0 := 1

yada

x0 :=
1− β

2
√
αγ

Teorem 4.1.4 ∀n ≥ 1 için an−1cn > 0 � sa§layan (an)n≥0 (bn)n≥0 (cn)n≥1

reel dizilerin ortogonal polinomsal bir dizisi (Qn)n≥0 olsun. Öyleki (an)n≥0, (bn)n≥0

ve (cn)n≥0 reel dizileri a³a§�daki ³artlar� sa§lar.

a)∀n ≥ 0 için an ≥ cn ≥ 0.

b)(bn)n≥0, (cn)n≥0 ve (an + cn)n≥0 artand�r.

∀m,n, k ∈ Z+ için c(m,n, k) ≥ 0 iken (Qn)n≥0

QmQn =
m+n∑

k=|m−n|

c(m,n, k)Qk

formunun negatif olmayan lineerizasyonu kabul edilir ve bundan dolay� (Z+, ∗(Qn))

bir polinomsal hipergrup olarak tan�mlan�r. (Qn)n≥0 negatif olmayan lineeriza-

syon olmas� ³art�yla

c)cn ≥ 0

d)(an)n≥0 ve (cn)n≥0 artand�r.

Teorem 4.1.5 R+ içindeki (an)n≥1,(bn)n≥1 ve (cn)n≥1 diziler olmak üzere

∀n ≥ 1 için an, cn ≥ 0 ve an+bn+cn = 1. Bu dizilerin Askey ko³ullar�n� sa§lad�§�n�
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varsayal�m.

(a)a1c2 ≥ c1

(b)ancn+1 ≥ an−1cn

(c)∀n ≥ 2 için bn ≥ bn−1

(i)α, γ > 0 iken α := lim an, β := lim bn,γ := lim cn limitleri vard�r.

(ii)an ≥ cn ∀n ≥ 1

(iii)[V] tipinin (Qn)n≥0 polinomsal dizisi (Z+, ∗(Qn)) polinomsal hipergrubunu

olu³turur.

�spat. ∀n ≥ 1 için

cn+1 =
cn+1an

1− bn − cn
.

(a), (c) de uyguland�§�nda

c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ lim
n→∞

cn = γ

elde edilir. Bundan dolay� ∀n ≥ 1 için an = 1 − bn − cn e³itli§i geçerli olmakla

birlikte (c) de (a) anlam�na gelir ve

a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ lim
n→∞

an = α

(an + cn)n≥1 azalan ve (an−1cn)n≥1 artan olmas�ndan dolay� α ≥ γ > 0 elde

ederiz ve bundan dolay� n ≥ 1 iken an ≥ cn. Böylece bu durum (i) ve (ii) ye

kar³�l�k gelir. (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 dizilerinden meydana gelen (Qn)n≥0 dizisi

[V ] tipinin (Z+, ∗(Qn)) polinomsal hipergrubudur.

4.1.3. Levitan-Plancherel Teoremi

K∧ üzerinde negatif olmayan bir πk ölçüsü vard�r öyleki

∀f ∈ L1(K) ∩ L2(K) ve supp(πk) = S için∫
K

|f |2dωk =

∫
K∧

|f̂ |2dπk.
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4.1.4. Favard Teoremi

Ba³lang�ç ³artlar� q0(t) = C ̸= 0, q−1(t) ≡ 0 biçiminde olan polinomsallar�n

bir kümesi (qn)n olsun. Ve terimlerinde s�f�r olmayan reel bir dizi (an)n ve reel

bir dizi (bn)n olmak üzere üç terimli ba§�nt�

tqn = an+1qn+1 + bnqn + anqn−1.

Buradan ayr�k olmayan pozitif bir µ ölçüsü vard�r öyleki (qn)n kümesi µ taraf�ndan

tan�mlanan iç çarp�m ile ilgili ortonormaldir.

Teorem 4.1.6 (i)

[L] tipinin bir (Qn)n ≥ 0 polinomsal dizisi ile tan�ml� bir polinomsal hipergrup

(Z+, ∗(Qn) olsun. Bu durumda Z+ n�n Haar ölçüsü ωZ+ ile gösterilmek üzere

ωZ+({n}) :=



1 n=0

1
c1

n=1

∏n−1
k=1∏c2
k=1

n ≥ 2

(ii)

De§i³meli Banach cebri

L1(Z+, ωZ+) := {f : Z+ → C : Σn≥0 | f(n) | ωZ+({n}) <∞}

ile involüsyonu n→ f∼(n) = f(n) ve birim eleman� 1Z+ olan f → fωZ+ dönü³ümü

alt�nda M b(Z+) Banach cebri ile tan�mlanabilir.

(iii)

Gelfand topolojisi alt�nda χ→ hχ

hχ(f) :=
∑
n≥0

χ(n)f(n)ωZ+({n})

dönü³ümüyle donat�lm�³

∆s∼(L
1(Z+, ωZ+)) = {h ∈ L1(Z+, ωZ+)

′
: h ̸= 0, h(f∗g∼) = h(f)h(g) ∀f, g ∈ L1(Z+, ωZ+)}
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uzay yap�s� ile Z+ n�n Z∧
+ duali tan�mlanabilir. Z∧

+ kompakt aç�k topoloji ile

birlikte kompaktt�r.

(iv)

Kompakt aç�k topoloji ile donat�lm�³ n ∈ Z+ için

χ→ χx

χx(n) := Qn(x)

dönü³ümü ile verilen R den Z+ n�n semikarakterlerinin Z∗
+ uzay� üzerine bir home-

omor�zm vard�r.

Ds := {x ∈ R : |Qn(x)| ≤ 1 ∀n ∈ N}

kompakt uzay� için Z∧
+ homeomor�ktir.

(v)

Ds ⊂ [1− 2a0, 1].

(vi)

Z+ n�n Plancherel ölçüsü ile ortogonolizasyon ölçüsü olan π çak�³�kt�r.

�spat. (i)

ωK({x}) = ((εx− ∗ εx)({e}))−1 e³itli§inden her n ∈ Z+ için Z+ n�n ωZ+ Haar

ölçüsü tan�m�n� ve QmQn =
∑m+n

k=0 c(m,n, k)Qk negatif olmayan lineerizasyon

özelli§ini kulland�§�m�zda

ωZ+({n}) :=
1

(εn ∗ εn)({0})
=

1

c(n, n, 0)

elde edilir. ωZ+ n�n tek oldu§unu bir kez daha tespit etti§imize göre buradan

ωZ+({0}) = 1

kümesini elde ederiz.

c(m,n, n−m) =
c(m− 1, n, n−m+ 1)c(1, n−m+ 1, n−m)

c(1,m− 1,m)

e³itli§inde m ∈ Z+ üzerine tümevar�m uyguland�§�nda m ≥ 2 ve n ∈ N, n ≥ m

için geçerli

c(m,n, n−m) =

∏m
k=1 c(1, n− k + 1, n− k)∏m

k=2 c(1, k − 1, k)
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formülünü olu³turabiliriz.

(ii)

∥f∥1 <∞ ve ∥g∥p <∞ iken ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p özelli§ini kullanarak

f → f∼(n) := f(n)

involüsyonu ile L1(Z+, ωZ+) de§i³meli Banach cebri olup, birim eleman 1Z+ .

Buradan f → fµ dönü³ümü alt�nda

L1(Z+, ωZ+)

ve

M b(Z+)

uzaylar� tespit edilebilir.

(iii)

χ → Fx dönü³ümü Υb(K) ve ∆(L1(K)) aras�nda ve K∧ ve ∆∼(L1(K)) aras�nda

örten bir dönü³ümdür. Bundan dolay� f ∈ L1(Z+, ωZ+) iken

χ→ hχ

hχ(f) =
∑
n≥0

χ(n)f(n)ωZ+({n})

dönü³ümüyle L1(Z+, ωZ+) hipergrubunun ∆s̃(L
1(Z+, ωZ+) uzay yap�s� ile Z+ n�n

Z∧
+ dualinin tan�m�n� elde ederiz. CZ+ içindeki çarp�m topolojisi ile Z∧

+ üzerine

indirgenmi³ topolojiye kar³�l�k gelen Z∧
+ üzerindeki ayr�k kompakt aç�k topoloji

Z+ olup Z∧
+ kompaktt�r.

(iv)

(iii) deki gibi CZ+ den indirgenmi³ çarp�m topolojisi ile donat�lm�³ Z∧
+ y� hesaba

katal�m. Bu durumda ∀x ∈ R için

Q1(x) =
1

a0
(x− b0).

x1, x2 ∈ R ve x1 ̸= x2 iken

χx1(1) = Q1(x1) ̸= Q1(x2) = χx1(1)

olur ki bundan dolay� χx1 ̸= χx2 .

Tersine χ ∈ Z∗
+ ve x = x(χ) := a0χ(1) + b0 olsun. Buradan χ(0) = 1 = χx(0) ve
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χ(1) = χx(1). �imdide ϕ := χ ve ϕ = χx için

c(n, 1, 0)ϕ(n+ 1) +
m+n∑
k=1

c(n, 1, k)ϕ(n+ 1− k) = ϕ(n ∗ 1) = ϕ(n)ϕ(1)

denklemini göz önünde bulundural�m. Buradan ∀n ∈ Z+ için χ(n) = χx(n)

sonucu sa§lan�r. Böylece

x→ χx

dönü³ümünün R den Z∗
+ üzerine örten oldu§unu elde etmi³ oluruz.

x→ (Qn(x))n≥0

dönü³ümleri R den CZ+ içine ve

x→ χx

dönü³ümüde Z∗
+ dan R içine süreklidir. Bundan dolay� Z∗

+ R ye homeomor�ktir

ve

Z∧
+ = {χ ∈ Z∗

+ : |χ(n)| ≤ 1,∀n ∈ N}

Ds e homeomor�ktir. (iii) den Ds in kompakt oldu§u görülmü³ olur.

(v)

K üzerinde lokal s�n�rl� ölçülebilir bir fonksiyon χ ile gösterilirse

(i) χ(e) = 1

(ii) χ(x ∗ y) = χ(x)χ(y) ∀ x, y ∈ K

Ek olarak ∀x ∈ K için χ(x−) = χ(x) ise χ ye semikarakter ad� verilir. Semikarak-

ter tan�m�ndan ∀x ∈ R için

supn∈N|Qn(x)| = ∥χx∥∞ = χx(1) = 1

elde ederiz. Böylece Q1 in tan�m�yla birlikte a0 + b0 = 1 elde edilir ve

Ds ⊂ [1− 2a0, 1]

oldu§u görülür.

(vi)

Bu Levitan-Plancherel teoreminin sonucudur.

Teorem 4.1.7 Normalle³tirme noktas�

x0 :=
1− β

2
√
αγ

≥ 1
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olan [V] tipinin normlanm�³ polinomsal dizisi (Qn)n≥0 ile tan�ml� bir polinomsal

hipergrup (Z+, ∗(Qn)) olsun.

Bu durumda a³a§�daki iddialar sa§lan�r.

(i) α ≥ γ.

(ii) L ⊂ [−1− β
αγ
,−1[ iken

supp(πZ+) = [−1, 1] ∪ L, Z∧
+ = [−x0, x0] ∪ L

say�labilir kümedir öyleki L nin limit noktas� sadece -1 dir. Ayr�ca s�ras�yla

supp(πZ+) n�n pozitif karakteri 1 ve birim karakteri x0 reel say�lar�d�r.

(iii) β = 0 oldu§unda

supp(πZ+) = [−1, 1] ve Z∧
+ = [−x0, x0].

(iv) α = γ sadece ve sadece 1 ∈ supp(πZ+) iken supp(πZ+) = Z+.

(v) Z+ üzerindeki bütün pozitif karakterlerinin kümesi ile [1, x0] aral�§� çak�³�kt�r

ve [1, x0[ içindeki karakterler s�f�ra yak�nsar.

�spat. (i)

∀n ∈ N için

ωZ+(n) =
1

c(n, n, 0)
≥ 1

ifadesi Z+ üzerindeki ωZ+ Haar ölçüsünün aç�k bir biçimidir. Normlanm�³ poli-

nomsallar�n dizisi (Q̃n)n≥0 olmak üzere

Q̃n := (ωZ+({n}))
1
2Qn

πZ+ Plancherel ölçüsüne göre ortogonaldir. Q̃n polinomsallar� ∀n ∈ N ve x ∈ R

için

xQ̃n(x) =

√
ancn+1

2
√
αγ

Q̃n+1(x) +
1

2
√
αγ

(bnβ)Q̃n(x) +

√
an−1cn

2
√
αγ

Q̃n−1(x)

e³itli§ini sa§lar. Böylece (Q̃n)n≥0 dizisi M(0,1) s�n�f�na aittir. [Nevai 1979]

Ds = [−x0, x0] ∪ L ile x0 =
1− β

2
√
αγ

e³itli§ini göstermek için [−1, 1] ∪ L ⊂ supp(πZ+) ⊂ Ds oldu§unu dikkate alal�m.

Ve Z∧
+\supp(πZ+) n�n sabit bir eleman� x olsun.
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Buradan

lim
n→∞

|Qn+1(x)

Qn(x)
| = (

γ

α
)1/2 lim

n→∞
|Q̃n+1(x)

Q̃n(x)
|

= (
γ

α
)1/2(|x|+ (x2 − 1)1/2)> 1 |x| > x0

< 1 |x| < x0

olur ve bundan dolay� Ds ⊂ [−1, 1] ∪ L. [Nevai 1979 ]

χ ∈ K∧ ve Ψ ∈ supp(πK) olsun. ∀x ∈ K için |Ψ(x)| ≤ χ(x). supp(πK) n�n bir

tane pozitif karakteri var olup kompakt hipergrup için tek pozitif karakter 1 dir.

Böylece

L ⊂ supp(πZ+) ⊂ {x ∈ R : |Q1(x)| ≤ Q1(1)} = [−1− β
√
αγ

, 1]

olur ve (ii) nin bütün durumlar�n�n ispat� tamamlanm�³ olur.

(iii) ve (iv), (ii) nin do§rudan sonuçlar�d�r.

(v)

Bunu göstermek için öncelikle yukardaki kümelerin e³itli§inde x0 > 1 iken [1, x0[

içindeki karakterlerin sonsuza yak�nsad�§�n� belirtmekte fayda vard�r. Di§er taraftan

∀n ∈ Z+ için Qn(x) > 0 ve x ≥ 1 için supp(πZ+) ⊂] −∞, 1] oldu§unu biliyoruz.

Böylece geriye x ≥ 1 iken Qn(x) > 0 ve oldu§unu göstermek kal�r. Her de§i³meli

K hipergrubunda Plancherel ölçüsü πK n�n deste§i içinde kesin olarak χ0 poz-

itif karakteri mevcuttur. Ve χ0 noktas�n�n supp(πK) içinde izole nokta olmas�

için sadece ve sadece K n�n kompakt olmas� ile mümkündür. (ii) de bu karak-

tere kar³�l�k 1 oldu§unu varsayd�§�m�zda x /∈ supp(πZ+) oldu§u görülür. Ayr�ca

x < −1 al�nd�§�nda

lim
n→∞

Qn+1(x)

Qn(x)
= (

γ

α
)1/2 lim

n→∞
|Q̃n+1(x)

Q̃n(x)
|

= (
γ

α
)1/2(−x− (x2 − 1)1/2) < 0

olup varsay�m ile çeli³mektedir. [Nevai 1979]

Sonuç 4.1.1 ∀x ∈ supp(πZ+)\[−1, 1] için a³a§�daki durumlar denktir.
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(i) x < −x0

(ii) Ds
∼= Z∧

+ içinde x izoledir.

(iii) χx ∈ L1(Z+, ωZ+)

�spat. Teorem 4.1.7 (ii) maddesinden (i) ⇔ (ii) oldu§u aç�kt�r. �imdi

x ∈ supp(πZ+)\[−1, 1]

iken

lim
n→∞

ωZ+{(n+ 1)}
ωZ+{(n)}

|Qn+1(x)

Qn(x)
| = (

γ

α
)1/2 lim

n→∞
|Q̃n+1(x)

Q̃n(x)
|

= (
γ

α
)1/2(|x|+ (x2 − 1)1/2)−1

> 1 x ∈]− x0,−1[

< 1 x < −x0

elde edilir. [Nevai 1979]

Buradan x ̸= x0 için (i) ⇔ (iii) denk oldu§u görülür. E§er −x0 , Ds içinde izole

de§ilse χ−x0 /∈ L1(Z+, ωZ+) oldu§unu elde ederiz.

Tan�m 4.1.1 (Z+, ∗) polinomsal hipergrubu bir Laplace gösterimi ise

herhangi n ∈ Z+ için katsay�lar h(n, k)(k ∈ Z+, k ≤ n) olmak üzere

Qn =
n∑

k=0

h(n, k)Tk

biçimiminde [−1, 1] üzerinde Tk 1. çe³it Chebychev polinomsallar�n�n negatif

olmayan tek gösterimidir. [1]

Teorem 4.1.8 [V] tipinin her polinomsal hipergrubu bir Laplace göster-

imi belirtir.

�spat. R içindeki diziler (An)n≥0, (Bn)n≥0 ve (Cn)n≥0 olmak üzere

Q−1 := 0 , Q0 := 1

1Lasser,R.;Rosler,M. A note on property T of orthogonal polynomials. Archiv für.Math.1993,459-463.
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ve

xQn(x) = AnQn+1(x) +BnQn(x) + CnQn−1(x) (n ≥ 0)

ile tan�mlanm�³ R[x] içindeki n.dereceden polinomsallar�n bir dizisi (Qn)n≥0 ol-

sun.Favard teoremindenQn polinomsallar�n�n π ∈M b
+(R) ortogonolizasyon ölçüsüne

göre ortogonal olmas� için (sonsuz deste§e sahip) sadece ve sadece ∀n ≥ 1 için

An−1Cn > 0 olmas�d�r. π ye göre ortonormalizasyon belirten ve (Qn)n≥0 poli-

nomsal dizisinden olu³an polinomsal dizi (Rn)n≥0 olsun. Genellemeyi bozmadan

π ∈M1(R) seçebiliriz. n ≥ 0 için

K(n) := (

∫
R
Q2

ndπ)
−1

iken Rn = K(n)Qn elde ederiz ve tekrardan (Rn)n≥0 dizisi x ∈ R iken

R0(x) = 1 , xRn(x) = λnRn+1(x) + βnRn(x) + λn−1Rn−1(x)

olur.

Burada ∀n ≥ 0 için

λn := (AnCn+1)
1/2 ve βn := Bn.

a, b ∈ R için ortogonolizasyon ölçüsü π, M(a,b) s�n�f�na ait olup 2 limλn = b ve

lim βn = a. π ∈M(a, b) ve b > 0 iken

lim
n→∞

c(m+ n,m, k)
K(m)K(m+ n)

K(k)

=
1

π

∫ a+b

a−b

Qk(x)Tn(
x− a

b
)[b2 − (x− a)2]−1/2λ(dx)

vas�tas�yla birbiriyle ili³kili

QmQn =
m+n∑

k=|m−n|

c(m,n, k)Qk

gösterimindeki lineerizasyon katsay�lar�n� ve Qn polinomsallar�n�n

Qn =
n∑

k=0

h(n, k)Tk

gösterimindeki ba§lant� katsay�lar�n� elde ederiz.

Bu limit ili³kisinden ³unlar� elde ederiz.
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∀m,n, k ∈ Z+ için c(m,n, k) ≥ 0 ve π ∈ M(0, 1) ise ∀n, k ∈ Z+ ve k ≤ n için

h(n, k) ≥ 0.

a ≤ 0 ve 0 < b ≤ 1 için π ∈ M(a, b) ve ∀m,n, k ∈ Z+ için c(m,n, k) ≥ 0 ise

∀n, k ∈ Z+ ve k ≤ n için h(n, k) ≥ 0.

∀x ∈ R için

Q0(x) := 1

Q1(x) := 2
√
αγx+ β

Q1(x)Qn(x) = anQn+1(x) + bnQn(x) + cnQn−1(x) (n ≥ 1)

ile verilen (Qn)n ≥ 0 polinomsal dizisi ile [V] tipinin bir polinomsal hipergrubu

(Z+, ∗(Qn) oldu§unu farzedelim. n ≥ 1 için

A0 :=
1

2
√
αγ

B0 := − β

2
√
αγ

An :=
an

2
√
αγ

Bn :=
bn − β

2
√
αγ

Cn :=
cn

2
√
αγ

yaz�ld�§�nda π ortogonolizasyon ölçüsünün M(0,1) e ait oldu§u görülür. n ≥ 0

iken Qn(1) > 0 olacak biçimde (Qn)n≥0 dizisini varsayal�m.

Sn := Qn

Qn(1)
polinomsallar�n�n (Sn)n≥0 dizisi renormalizasyonu sa§lar ve

SmSn =
m+n∑

k=|m−n|

d(m,n, k)Sk

bir lineerizasyon kabul edilir.

Teorem 4.1.9 [L] tipinin polinomsal bir hipergrubu (Z+, ∗(Sn)) ve

a := lim βn ≥ 0 ve b := 2limλn ∈]0, 1] için π ∈ M(a, b) olsun. Bu durumda

(Z+, ∗(Sn)) bir Laplace gösterimidir.

Teorem 4.1.10 4.1.8 teoreminin ispat�nda gösterilen ortogonal polinom-

sal bir dizi (Rn)n≥0 olmak üzere

41



(a) (λn)n≥0 ve (βn)n≥0 dizileri azaland�r.

(b) Qn =
∑n

k=0 h(n, k)Tk gösterimi n, k ∈ Z+ ve k ≤ n için ba§lant� katsay�lar�

h(n, k) ≥ 0. Di§er taraftan

QmQn =
m+n∑

k=|m−n|

c(m,n, k)Qk

içindeki c(m,n,k) lineerizasyon katsay�lar� negatif de§ildir.

4.1.5. Ortagonal Polinomsallar

{Pn(x)} polinomsallar�n�n ortogonal polinomlar s�n�f� [a,b] de§er kümesinde

tan�ml�d�r. ∫ b

a

ω(x)Pm(x)Pn(x)dx = δmncn

olup burada ω(x) a§�rl�k fonksiyonu ve δmn kronecker deltas�d�r.

δmn =

0 m ̸= n

1 m=n

A§�rl�k fonksiyonu ω(x) ile gösterilip (a,b) aral�§�nda negatif olmayan, integral-

lenebilen ve integrali pozitif olan fonksiyondur.

< f, g >ω=

∫ b

a

f(x)g(x)ω(x)dx.

cn =

∫ b

a

ω(x)[Pn(x)]
2dx

olmak üzere
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Polinomsal Aral�k w(x) cn

Chebsyhev 1.Tür Tn(x) [-1,1] (1− x2)−1/2

π n=0

π
2

di§er durumlar

Chebyshev 2.Tür Un(x) [-1,1]
√
1− x2 π

2

Gegenbauer C
(λ)
n (x) [-1,1] (1− x2)α−1/2


21−2απΓ(n+2α)
n!(n+α)[Γ(α)]2

α ̸= 0

2π
n2 α = 0

Jacobi P
(α,β)
n (x) (-1,1) (1− x)α(1 + x)β hn

Burada

hn =
2α+β+1

2n+ α + β + 1

Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)

n!Γ(n+ α + β + 1)
Γ(n) = (n− 1)!

5. B�R DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLARIN BAZI

ÖRNEKLER�

5.1. B�R DE���KENL� POL�NOMSAL H�PERGRUPLARIN BAZI

ÖRNEKLER�

Bu bölümde bir de§i³kenli polinomsal hipergruplar�n baz� s�n��ar� sistem-

atik bir biçimde ele al�nacakt�r. Dual uzaylar� tan�mlay�p, Haar ve Plancherel

ölçüleri hesaplanacakt�r. [Voit(1990),Soardi(1989) ve Dunkl(1979)]

5.1.1. Jacobi Polinomsallar�

Jacobi diferensiyel denklemi

(1− x2)y′′ + (β − α− (α + β + 2)x)y′ + n(n+ α + β + 1)y = 0

denkleminin çözülmesiyle Jacobi polinomsallar� elde edilir.

Üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

P (α,β)
n (x)ωn = 2α+βR−1(1− ω +R)−α(1 + ω +R)−β
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olup burada R = R(x, ω) = (1− 2xω + ω2)1/2.

Pα,β
n (z) =

(α + 1)n
n!

2F1(−n, 1 + α + β + n;α+ 1;
1− z

2
)

biçiminde gösterilir ve

(α+ 1)n

Pochhammer sembolü olarak adland�r�l�r. Pochhammer sembolü

(x)n = x(x− 1)(x− 2)...(x− n+ 1)

ve

(x)n = x(x+ 1)(x+ 2)...(x+ n− 1)

biçiminde ifade edilir. Ayr�ca 2F1 hipergeometrik fonksiyon olarak adland�r�l�r ve

2F1(a, b; c; z) =
∑∞

n=0
(a)n(b)n

(c)n
zn

n!

Ortogonalli§i α > −1, β > −1 ve a§�rl�k fonksiyonu ω(x) = (1 − x)α(1 + x)β

olmak üzere [-1,1] aral�§�ndaki ortogonalli§i∫ 1

−1

P (α,β)
n (x)P (α,β)

m (x)(1−x)α(1+x)βdx =
2α+β+1

2n+ α+ β + 1

Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)

Γ(n+ α + β + 1)n!
δmn

5.1.2. Jacobi Polinomsal Hipergruplar�

(α, β) ∈ V := {(α′
, β

′
) ∈ R2 : α

′ ≥ β
′
> −1 ve (α

′
+β

′
+4)2(α

′
+β

′
+6) ≥

(α
′ − β

′
)2[(α

′
+ β

′
+ 1)2 − 7(α

′
+ β

′
+ 1)− 24]}

olmak üzere n ≥ 1 iken

an :=
2(n+ α + β + 1)(n+ α+ 1)(α + β + 2)

(2n+ α + β + 2)(2n+ α+ β + 1)2(α+ 1)

bn :=
α− β

2(α + 1)
(1− (α + β + 2)(α + β)

(2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)

cn :=
2n(n+ β)(α + β + 2)

(2n+ α + β + 1)(2n+ α + β)2(α + 1)
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olacak biçimde tan�mlans�n.

Bu dizilerin olu³turdu§u polinomsal hipergrup (Z+, ∗(Qn)) olmak üzere α ve β

parametreleri ile Qn(1) = 1 ³art�n� sa§layan n. Jacobi polinomsallar� Qn = Qα,β
n

biçiminde gösterilir. α, β ∈ R parametreleri ile tan�ml� Qα,β
n Jacobi polinomsal-

lar�n�n dizisi (Qα,β
n )n≥0 olmak üzere α, β ∈ V iken (Z+, ∗(Qα,β

n )) bir polinomsal

hipergruptur. [Gasper (1975)]

Ve

Qα,β
n (x) =

(−1
2
)n

(α + 1)n
(1− x)−α(1 + x)−β d

n

dxn
[(1− x)n+α(1 + x)n+β]

biçiminde tan�mlan�r. E§er α + β + 1 ≥ 0 ve

a0 :=
2(α + 1)

α + β + 2

b0 :=
β − α

α + β + 2

olmak üzere

ωZ+({n}) =

1 n = 0

(2n+α+β+1)(α+β+1)n(α+1)n
(α+β+1)n(β+1)n

n ≥ 1

Haar ölçüsüdür ve buna kar³�l�k gelen Plancherel ölçüsü

πZ+(dx) = (1− x)α(1 + x)βλ[−1,1](dx)

biçiminde hesaplan�r.

Dolay�s�yla

Z∧
+
∼= Ds = [−1, 1]

e³itli§ini elde ederiz. Ve buradan

[−1, 1] = supp(πZ+) ⊂ Ds ⊂ [1− 2a0, 1]

oldu§u görülür.

α = β için iddia aç�kça do§rudur.α > β oldu§unda n nin ba§�ms�z bir c sabiti

vard�r öyleki x < −1 iken

lim
n→∞

Qα,β
n (x) = lim

n→∞

n!

(α + 1)n
√
2πn

|x− (x2 − 1)1/2|(n+
1
2
)c = ∞ Szeg(1975)
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Fakat buDs = [−1, 1] oldu§unu gösterir. Ayr�ca Gasper(1972) εx∗̂εy ∈M1([−1, 1])

in varl�§�n�

(α, β) ∈ V̂ := {(α′
, β

′
) ∈ R2 : α

′ ≥ β
′
> −1 β ≥ −1

2
veya α

′
+ β

′ ≥ 0}

tamam� için göstermi³tir. Öyleki x, y ∈ [−1, 1] için

Qα,β
n (x)Qα,β

n (y) =

∫
[−1,1]

Qα,β
n d(εx∗̂εy).

Bu konvolüsyon alt�nda (Z∧
+, ∗̂(Qn)) bir boyutlu kompakt hipergrup olur. (Z∧

+, ∗̂(Qn))

in hipergrup aksiyomlar�n� sa§lad�§�n� Lasser 19831,Bölüm 4 te göstermi³tir. (Z∧
+, ∗̂(Qn))

hipergrubuna bir de§i³kenli dual Jacobi polinomsal hipergrubu ad� verilir. (Tip

F)

Özetlemek gerekirse (Z+, ∗(Qn)) ve duali olan (Z∧
+, ∗̂(Qn)) hipergrubu tam destek

ile daha güçlü hipergruplard�r.
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Örnek 5.1.1 α, β ∈ R öyleki α ≥ β > −1 ve α + β + 1 ≥ 0 olsun. Ve

(an), (bn), (cn) dizileri a³a§�daki gibi seçilsin.

an :=
2(n+ α + β + 1)(n+ α+ 1)(α + β + 2)

(2n+ α + β + 2)(2n+ α+ β + 1)2(α+ 1)

bn :=
α− β

2(α + 1)
[1− (α + β + 2)(α + β)

(2n+ α + β + 2)(2n+ α+ β)
]

cn :=
2n(n+ β)(α + β + 2)

(2n+ α + β + 1)(2n+ α + β)(α + 1)

n ∈ N için an > 0, cn > 0, bn ≥ 0 ve an + bn + cn = 1

n=0 al�nd�§�nda;

a0 :=
2(α + 1)

α + β + 2

b0 :=
β − α

α + β + 2

Reel polinomlar (Qn) ile tan�mland�§�nda Q−1 ≡ 0, Q0 ≡ 1 n ∈ N

(Qn+1) = (Id− (bna0 + b0))Qn − cna
2
0an−1Qn−1

Buradan Qn(z) = Qα,β
n (z) ye Jacobi polinomsallar� α = β ise Qn e ultraspherical

polinomsallar� α = β = −1
2
ise Chebychev polinomsallar�n�n 1. çe³idi α = β = 0

ise Legendre polinomsallar� ve α = β = 1
2
ise Chebychev polinomsallar�n�n 2.

çe³idi elde edilmi³ olur.

Herbir m,n ∈ {Z+} için

QmQn =
∞∑
k=0

c(m,n, k)Qk

yaz�l�r.

∀m,n, k ∈ Z+ için c(m,n, k) ≥ 0.α = β ise m ≤ n iken k ∈ {1, 3, ..., 2m − 1}

47



olmak üzere

c(m,n, n+m− k) = 0

ve k ∈ {0, 1, ...,m} için c(m,n, n+m− 2k)=

n!m!(α + 1/2)k(α + 1/2)m−k(α + 1/2)n−k(2α + 1)m+n−k(m+ n+ α + 1/2− 2k)

k!(m− k)!(n− k)!(α+ 1/2)m+n−k(2α + 1)n(2α + 1)m(m+ n+ α + 1/2− k)
.

∀n ∈ N için Z+ üzerinde

ωZ+({0}) = 1

ωZ+({n}) =
(2n+ α + β + 1)(α + β + 1)n(α + 1)n

(α + β + 1)n!(β + 1)n

ile verilenin Haar ölçüsü oldu§u kolayca görülür.

5.1.3. q-Jacobi Polinomsal Hipergruplar�

α, β, q ∈ R sabitleri olmak üzere α ≥ β > −1, α+β+1 ≥ 0 ve q ∈]0, 1[

olmak üzere n ∈ N için

An :=
(1− qα+n+1)(1 + qβ+n+1)(1 + qn+1)(1− qα+β+n+1)

√
q(1 + qα+β+2n+1)(1− qα+β+2n+2)

ve

Cn :=

√
q(1− qn)(1 + qα+β+n)(1 + qα+n)(1− qβ+n)

(1− qα+β+2n)(1− qα+β+2n+1)

biçiminde tan�mlan�r. x ∈ R iken Q̃n := Q̃α,β
n (.; q) polinomsallar�n�n (Q̃n)n≥−1

dizisi için

Q̃−1 := 0 Q̃0 := Id n ≥ 1

ve

2xQ̃n(x) = AnQn+1(x)− (An + Cn −
√
q − 1

√
q
)Qn(x) + CnQn−1(x).

Q̃n n-inci q-jacobi polinomsallar�n�n bir normalizasyonudur. Bu polinomsallar�

Gasper(1983), Rahman(1981) ve Askey ve Ismail(1983) çal�³m�³lard�r. n ≥ 0 için

γn := Qn(1) > 0 oldu§unu Gasper(1983) göstermi³tir. Ayr�ca

a0 :=
(1− qα+1)(1 + qβ+1)

(1− qα+β+2)
, b0 :=

(qα+1)− (qβ+1)

(1− qα+β+2)
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ve n ≥ 1 için

an :=
Anγn+1

2a0γn
, bn :=

√
q + 1√

q
− An − Cn

2a0
, cn :=

Cnγn−1

2a0γn
.

Qn := Qα,β
n (.; q) π ortogonolizasyon ölçüsüne göre bir polinomsal hipergrup olup

supp(π) = [−1, 1] ⊂ Ds ⊂ [1− 2a0, 1]

ifadesi sa§lan�r.

5.1.4. Ultraküresel Veya Gegenbauer Polinomsallar�

(1− x2)y′′ − (2α + 1)xy′ + n(n+ 2α)y = 0

diferensiyel denkleminin çözümüyle Geganbauer polinomsallar� elde edilir.

Cα
0 (x) = 1

Cα
1 (x) = 2αx

Cα
n (x) =

1

n
[2x(n+ α− 1)Cα

n−1(x)− (n+ 2α− 2)Cα
n−2(x)].

Üreteç fonksiyonu
∞∑
n=0

C(α)
n (x)tn =

1

(1− 2tx+ t2)α
.

Ortogonalli§i

α bir sabit olmak üzere [-1,1] aral�§�nda a§�rl�k fonksiyonu w(x) = (1 − x2)α−
1
2

olmak üzere n ̸= m için∫ 1

−1

C(α)
n (x)C(α)

m (x)w(x)dx =

∫ 1

−1

C(α)
n (x)C(α)

m (x)(1− x2)α−
1
2dx = 0.

Normalizasyonu

∫ 1

−1

[C(α)
n (x)]2(1− x2)α−

1
2dx =

π21−2αΓ(n+ 2α)

n!(n+ α)[Γ(α)]2
.
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5.1.5. Ultraküresel Veya Gegenbauer Hipergruplar�

α = β, α ≥ −1
2
olsun. α > −1

2
için ilgili dual konvolüsyon

(εx∗̂εy)(dz) = Kx,y(z)(1− z2)αλ[−1,1](dz)

olup x, y ∈]− 1, 1[ iken

Kx,y(z) :=


Γ(α+1)(1−x2−y2−z2+2xyz)α− 1

2

Γ(α+ 1
2
)[(1−x2)(1−y2)(1−z2)]α

z ∈ supp(εx∗̂εy)

0 di§er durumlar

5.1.6. Küresel Hipergruplar

α = β = d−3
2
, d ≥ 2 olsun. Bu durumda

Z+
∼= (SO(d) ∥ SO(d− 1))∧

ve

Z∧
+
∼= (SO(d) ∥ SO(d− 1))

elde ederiz. Burada SO(d) d boyutlu özel ortogonal gruptur.

5.1.7. q-Ultraküresel Hipergruplar�

β ∈]− 1, 1[ q ∈]0, 1[ sabit olmak üzere

Ãn :=
1− qn+1

2(1− βqn
n ∈ Z+

ve

C̃n :=
1− β2qn−1

2(1− βqn
n ∈ N

biçiminde tan�mlans�n. Buradan C−1(x; β|q) := 0 , C0(x; β|q) := 1 ve

xCn(x; β|q) = ÃnCn+1(x; β|q) + C̃nCn−1(x; β|q) ile verilen q-ultraspherical poli-
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nomsallar Cn(x; β|q) biçiminde gösterilir. [Bressoud 1981]

α, β, q ∈]0, 1[ için s�ras�yla (Ãn)n≥0 (C̃n)n≥1 dizileri a³a§�daki biçimde

tan�mlans�n.

Ãn :=
1− αqn+1

2(1− αβqn
n ∈ Z+

C̃n :=
1− αβ2qn−1

2(1− αβqn)
n ∈ N.

Associated q-Ultraspherical polinomsallar�n�n dizisi Cα
n (.; β|q)n≥0 biçiminde gös-

terilir. [Bustoz ve Ismail(1982)]

5.1.8. 1.Ve 2.Tür Chebyshev Polinomsallar�

S�ras�yla

(1− x2)y′′ − xy′ + ny2 = 0

ve

(1− x2)y′′ − 3xy′ + n(n+ 2)y = 0

diferensiyel denklemlerinin çözülmesiyle 1. ve 2. tür Chebyshev polinomsallar�

elde edilir.

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x)

biçimindeki polinomsallara 1. tür Chebyshev polinomsallar� denir. Ve Tn için

üreteç fonksiyon
∞∑
n=0

Tn(x)t
n =

1− tx

1− 2tx+ t2
.

Ortogonalli§i

51



A§�rl�k fonksiyonu ω(x) = 1√
1−x2 olmak üzere (-1,1) aral�§�nda ortogonalli§i

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)ω(x)dx =

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
1√

1− x2
dx =


0 n ̸= m

π n=m=0

π
2

n = m ̸= 0

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x)

biçimindeki polinomsallara 2. tür Chebyshev polinomsallar� denir. Ve Un için

üreteç fonksiyon
∞∑
n=0

Un(x)t
n =

1

1− 2tx+ t2
.

Ortogonalli§i

A§�rl�k fonksiyonu ω(x) =
√
1− x2 olmak üzere [-1,1] aral�§�nda ortogonalli§i

∫ 1

−1

Un(x)Um(x)ω(x)dx =

∫ 1

−1

Un(x)Um(x)
√
1− x2dx =

0 n ̸= m

π
2

n=m

5.1.9. 1.Tür Chebyshev Hipergruplar�

α = β = −1
2

⇔ d = 2 olmas� halinde 1. tür Chebyshev hipergruplar� elde

edilir.

5.1.10. 2.Tür Chebyshev Hipergruplar�

α = β = 1
2
⇔ d = 4

m,n ∈ Z+ iken ∗ konvolüsyonu

εm ∗ εn =
m∧n∑
k=0

|m− n|+ 2k + 1

(m+ 1)(n+ 1)
ε|m−n|+2k
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biçiminde verilsin.

Buradan G := SU(2) ile belirtilen hipergrup

Z+
∼= (SO(4)//SO(3))∧ = ((G×G)//δ(G))∧

olup δ(G) G nin diagonalidir. δ(G) = {(x, x) : x ∈ G} ve SU(d) d boyutlu özel

üniter gruptur.

5.1.11. Genelle³tirilmi³ Chebychev Hipergruplar�

β > −1 , α ≥ β + 1 için α, β ∈ R olsun.

an :=


ℓ+α+1

2ℓ+α+β+1
n = 2ℓ, ℓ ∈ N

ℓ+α+1
2ℓ+α+β+2

n = 2ℓ+ 1, ℓ ∈ Z+

bn := 0 ve cn := 1− an n ∈ N

ℓ. Jacobi polinomsal� α ve β parametresi ile Qα,β
ℓ ile gösterilip genelle³tirilmi³

Chebychev polinomsallar�

Tα,β
n (x) :=

Q
α,β
ℓ (2x2 − 1) n = 2ℓ, ℓ ∈ N

xQα,β+1
ℓ (2x2 − 1) n = 2ℓ+ 1, ℓ ∈ Z+

biçiminde tan�mlan�r.

Haar ölçüsü

ωZ+({n}) :=


1 n=0

(2ℓ+α+β+1)(α+β+1)ℓ(α+1)ℓ
(α+β+1)ℓ!(β+1)ℓ

n = 2ℓ, ℓ ∈ N
(2ℓ+α+β+2)(α+β+2)ℓ(α+1)ℓ

ℓ!(β+1)ℓ+1
n = 2ℓ+ 1, ℓ ∈ N+

Ve Plancherel ölçüsü

πZ+(dx) = (1− x2)α|x|2β+1λ[−1,1](dx)

ile

supp(πZ+) = [−1, 1] = Ds
∼= Z∧

+.
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5.1.12. Legendre Hipergruplar�

α = β = 0 ⇔ d = 3 olmas� halinde Legendre hipergruplar� elde edilir.

Legendre polinomsallar�

(1− x2)y′′ − 2xy′ + (ℓ(ℓ+ 1)− m2

1− x2
) = 0

diferensiyel denkleminin çözümüyle elde edilir.

v ≥ 0 bir sabit olmak üzere

γ0 := 1 γn :=
(v + 1)n

2n(v + 1
2
)n
(1 +

n∑
k=1

v

k + v
(n ≥ 1)

olsun. S�ras�yla (an)n≥1 , (bn)n≥1 , (cn)n≥1 dizileri a³a§�daki gibi tan�mlans�n.

an :=
γn+1

γn
, bn := 0 , cn := 1− an (n ≥ 1).

Bu durumda [V] tipinin (Z+, ∗(Qn)) polinomsal hipergrubundan meydana gelen

v parametresi ile n. Legendre polinomsal� Qn = Qv
n biçiminde gösterilir. [Lasser

1983]

Haar ölçüsü

ωZ+({n}) :=

1 n=0

γ2n
∏n

k=1
4(k+v)2−1
(k+v)2

= 2v+2n+1
2v+1

(1 +
∑n

k=1
v

(k+v)2
)2 n ≥ 1

Ve ayr�ca

supp(πZ+) = [−1, 1] = Ds
∼= Z∧

+.

5.1.13. Grinspun Hipergruplar�

α ∈ R sabiti için α ≥ 2 al�nd�§�nda

a1 :=
1
a
(a− 1), c1 := 1

a
, an := cn := 1

2
ve bn := 0 (n ≥ 1)

(an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 dizileri (Qn)n≥1 Grinspun polinomsal dizisi (a0 = 1) ve

bundan dolay� ωZ+
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ωZ+(n) =


1 n = 0

a n = 1

2(a− 1) n ≥ 2

Z+
∼= Ds = [−1, 1] dual uzay üzerindeki Plancherel ölçüsü

πZ+(dx) := [(1− v2)(1− x2)]−1λ[−1,1](dx) olup v := 2a− a2 tam deste§e sahiptir.

[1]

5.1.14. Sawyer-Voit Hipergruplar�

s1 = s2 = ... = sd = t1 = t2... = td =
1
2d

olmak üzere

Γ := Γs1,s2,...,sd,t1,t2,...,td

[2] ile K tipinin (Z+, ∗(Qn)) polinomsal hipergruplar� serbest grup olur.

5.1.15. Pollaczek Polinomsallar�

a > |b| olmak üzere Pollaczek polinomsallar� Pn(x; a, b) ile gösterilir ve

Pn(x; a, b) =
[(2n− 1 + 2a)x+ 2b]Pn−1(x; a, b)− (n− 1)Pn−2(x; a, b)

n

Ve n=2,3,... için P0 = 1 ve P1 = (2a+ 1)x+ 2b

Ortogonalli§i

∫ 1

−1

Pn(x; a, b)Pm(x; a, b)ω(x; a, b)dx = [n+
1

2
(a+ 1)]−1δmn.

Üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Pn(x; a, b)ω
n = (1− ωeiθ)−

1
2
+ih(θ)(1− ωeiθ)−

1
2
−ih(θ)

1Lasser,R. Orthogonal polynomials and hypergroups,Rend.Mat.7,1983,no.2,185-209.
2Γ(z) =

∫∞
0 t̃−1e−tdt ,Γ(n) = (n− 1)!
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olup burada

h(θ) = a cos θ+b
2 sin θ

5.1.16. Pollaczek Hipergruplar�

a, c, α sabit reel say�lar� a ≥ 0, c ≥ 0, α ≥ −1
2
, 2α + 1 + c ≥ 0 ve

1 ≤ 4αa+ 4α2 + 4ac+ 6a ³artlar�n� sa§las�n. (Cn)n≥1 dizisinin gösterimi;

Cn :=
(n+ c)(n+ 2α + c)

(2n+ 2α + 2a+ 2c+ 1)(2n+ 2α + 2a+ 2c− 1)

ve s�ras�yla (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 dizileri

c1 := C1, a1 := 1− c1, cn =
Cn

an − 1
, an = 1− cn

(n ≥ 2), bn = 0, (n ≥ 1).

5.1.17. V Tipinin Geronimus Hipergruplar�

a, b ∈ R için a+ b ≤ 0 ve ab+ 1 ≥ 0 olsun. n ∈ Z+ için

Un(cos(θ)) :=
sin(n+ 1)θ

sin θ

ile verilen 2. tür Chebychev polinomsallar�n�n bir dizisi (Un)n≥0 ile gösterilsin. Bu

durumda Q̃0 := 1 Q̃1 := U1−(a+b)U0 ve Q̃n = Un−(a+b)Un−1+abUn−2 n ≥ 2

olacak biçimde (Q̃n)n≥0 polinomsal dizisini tan�mlayabiliriz. Buradan

Qn :=
Q̃n

Q̃n(1)

ortogonal polinomsallar�n�n dizisi (Qn)n≥0 olmak üzere

an :=
n(a− 1)(b− 1) + 2− a− b

(2− a− b)[n(a− 1)(b− 1) + 1− ab]
> 0

bn := − a+ b

2− a− b
≥ 0 cn := 1− an − bn > 0

iken Q0 = 1 Q1 = 2Id−a−b
2−a−b

ve Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1. Buradan

(an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 dizilerinden olu³an (Z+, ∗(Qn)) (V tipi) polinomsal hiper-
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grup olmas� ancak ve ancak a+ b ≤ 0 ve ab+ 1 ≥ 0 olmas� ile mümkündür.[Voit

1990]

5.1.18. L Tipinin Geronimus Hipergruplar�

a ∈ R, a ≥ 2 olmak üzere

an :=
a(n+ 1)− 2n

2an − 4(n− 1)
bn := 0

ve

cn := 1− an =
a(n− 1)− 2(n− 2)

2an − 4(n− 1)
n ≥ 1

biçiminde tan�mlans�n. Buradan (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 dizilerinden olu³an [L]

tipinin (Qn)n≥0 polinomsal dizisi a0 := 1 b0 := 0 olmak üzere (Z+, ∗(Qn)) bir

polinomsal hipergrup olup burada Qn L tipinin n. Geronimus polinomsal�d�r.

(Qn)n≥0 �n negatif olmayan lineerizasyon oldu§unu Lasser(19831), 3g(i) göster-

mi³tir. Ayr�ca

π(dx) :=
(1− x2)1/2

1− µx2
λ[−1,1](dx) , µ := a− (

a

2
)2

ortogonolizasyon ölçüsü tam deste§e sahiptir. Böylece

supp(π) = [−1, 1] = Ds
∼= Z∧

+

oldu§u görülür. Di§er taraftan n ≥ 1 iken

ωZ+({n} =
1

a
[n(a− 2) + 2]2

ile tan�ml� Haar ölçüsüne kar³�l�k gelen π nin (Z+, ∗(Qn)) in Plancherel ölçüsü

oldu§u aç�kt�r.

5.1.19. Genelle³tirilmi³ Soardi Hipergruplar�

k ∈ Z+ n ≥ 1 için

an :=
k + 2 + (k + 1)n

(k + 2)[(k + 1)n+ 1]
bn :=

k

k + 2
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cn :=
(k + 1)n− k

(k + 2)[(k + 1)n+ 1]

olmak üzere Q0 = 1 Q1 =
1

k+2
(2Id+ k) ve Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1

ile verilen Qn polinomsallar�n�n (Z+, ∗(Qn)) formu bir polinomsal hipergruptur.

Buradan α = limn→∞ an = γ = limn→∞ cn = 1
k+2

ve β = limn→∞ bn = k
k+2

oldu§u aç�kt�r. Di§er taraftan a§�rl�k fonksiyonu

ω(x) :=
2(1− x2)1/2

π(1 + k2 + 2kx)

olmak üzere ortogonall§i∫ 1

−1

Qm(x)Qn(x)ω(x)λ[−1,1](dx) = 0 m,nZ+ m ̸= n

Haar ölçüsü n ∈ Z+ için

ωZ+({n}) = [(k + 1)n+ 1]2

ve Z∧
+ = [−1, 1] duali üzerindeki Plancherel ölçüsü πZ+ := ωλ−1,1.

5.1.20. Küçük q-Legendre Hipergruplar�

q ∈]0, 1[ bir sabit ve her z ∈ C için

Qn(z) :=
n∑

k=0

(1− q−n)(1− q−n+1)...(1− q−n+k−1)

(1− q)2(1− q2)2...(1− qk)2
(1− qn+1)...(1− qn+k)qkzk

biçiminde verilen Qn polinomsallar�n�n bir dizisi (Qn)n≥0 olsun. n ≥ 1 iken

an := qn
(1 + q)(1 + qn+1)

(1− q2n+1)(1 + qn+1)

cn := qn
(1 + q)(1− qn)

(1− q2n+1)(1 + qn)

bn := 1− an − cn

olmak üzere Q0 = 0 Q1 = 1− (q + 1)d ve Q1Qn = anQn+1 + bnQn + cnQn−1.
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5.1.21. Cartier Hipergruplar�

a, b ≥ 2 a, b ∈ N olsun. ∀n ≥ 1 için an := a−1
a

bn := b−2
a(b−1)

ve cn := 1
a(b−1)

olmak üzere Cartier hipergruplar� (Q(a,b)
n )n≥0 ile gösterilip

Q
(a,b)
0 = 1

Q
(a,b)
1 (x) = c1x+ c2 c1 :=

2

a

√
a− 1

b− 1
, c2 :=

b− 2

a(b− 1)

Q1Qn = cnQn−1 + bnQn + anQn−1

biçiminde tan�mlan�r. Cartier hipergrubunun Haar ölçüsü her n ≥ 1 içinωZ+({0}) = 1

ωZ+({n}) = a(a− 1)n−1(b− 1)

Ayr�ca a ≥ b ≥ 2 için Z∧
+

∼= Ds = [−x0, x0] ∪ L dual uzay� üzerindeki πZ+

Plancherel ölçüsü

πZ+(dx) = ω(x)λ[−1,1](dx).

Ortogonalli§ini göstermek için

x0 :=
ab− a− b+ 2

2((a− 1)(b− 1))1/2

ve

x1 :=
2− a− b

2((a− 1)(b− 1))1/2

olmak üzere a§�rl�k fonksiyonu

ω(x) :=
1

2π

(1− x2)1/2

(x1 − x)(x0 − x)

biçiminde olup ortogonalli§i∫ 1

−1

Qm(x)Qn(x)ω(x)λ[−1,1](dx) = 0 m,nZ+ m ̸= n

(Askey ve Wilson(1985),(4.28)-(4.30))
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