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OZET

Hipergruplar teorisi 1970’li yillarda Dunkl [5], Jewett [10] ve Spector [16] tarafindan
calisilmig ve Harmonik analizin 6nemli konularindan biri olmustur. Bu {ic matematik¢i fonksiy-
onlarin desteklerinin siirekliligi, konvoliisyonun 6zellikleri, involiisyon ve etkisiz elemanin varlig
izerinde caligmiglardir. Frobenius’un ayrik ve sonlu hipergruplar iizerindeki ayrintih olmayan
caligmalarini Kawada, Bose ve Mesner geligtirmigtir. Cok degiskenli polinomsal hipergruplar
iizerinde Zeuner, Koornwinder, Trimeche ve Annabi ve bir degigkenli polinomsal hipergru-
plar iizerinde ise Berezanskii, Kalyuzhnyi, Dunkl [5], Jewett [10], Lasser [11] ve Spector [16]
calismiglardir. Bu c¢aligma 5 béliimden olugmaktadir. 1. béliimde temel kavramlar, 2. boliimde
hipergruplar ve ozellikleri, 3. boliimde ¢ok degiskenli polinomsal hipergruplar, 4. béliimde bir
degiskenli polinomsal hipergruplar ve 5. boliimde ise bir degiskenli polinomsal hipergruplarin

baz 6rnekleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Konvoliisyon, Hipergrup, Polinomsal Dizi, Normalizasyon, Ortogonallik,

Haar Olgiisii, Plancherel Olgiisii.



ABSTRACT

The theory of hypergroups has been one of the basic themes in harmonic analysis and
studied by Dunkl [5], Jewett [10] and Spector [16] in 1970’s. They have studied the properties
of convolution, continuity of supports, existence of neutral element and involution. Kawada,
Bose and Mesner have developed the earlier work of Frobenius on the discrete and finite hy-
pergroups. Zeuner, Koornwinder, Trimeche and Annabi have worked on the several polynomial
hypergroups. Berezanskii, Kalyuzhnyi, Dunkl [5], Jewett [10], Lasser [11] and Spector [16]
worked on the variable polynomial hypergroups. This theses consists of five chapters. The
basic definitions are given in the first chapter. Hypergroups and their properties are given in
the second chapter. Polynomial hypergroups are given in the third chapter. Polynomial hyper-
groups in one variable are given in the fourth chapter and the last chapter is denoted to the

examples of polynomial hypergroups in one variable.

Keywords: Convolution, Hypergroup, Polynomial Sequence, Normalization, Ortogo-

nality, Haar Measure, Plancherel Measure
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

[l = sup{lp(f)] : | € C(K), |[fllo <1} (Radon &lgiisii)

M(K) :={p: p— radon 6lgiisii} (K kiimesindeki radon 6lgiileri)

M. (K) :={p € M(K) : suppp —kompakt} (Destegi kompakt olan radon dlgiileri
kiimesi)

MY(K) :={pe€ M(K):|p|| < oo} (K kiimesindeki sinirh radon dlgiileri)
MYK):={pe M(K): ||u| =1, > 0}(Olasihk fonksiyonu)

C(K):={f: K — C: f —siirekli} (K kiimesindeki siirekli fonksiyonlar)

Co(K) == {f € C(K) : suppfkompakt}(K kiimesindeki siirekli fonksiyonlar
kiimesi)

Cy(K) = {f € C(K) : |f(x)] < M;3M > 0} (K kiimesindeki smirh siirekli
fonksiyonlar kiimesi)

Co(K) == {f € C(K) : nlggo f(z) = 0} (K kiimesinde sifira yakinsak siirekli
fonksiyonlar kiimesi)

$(K):K min bogtan farkli kompakt alt kiimeleri

A:Modiiler fonksiyon

supp(p) :={r € K :x € N, € T, u(N,) > 0}

suppf(z) == {z € K : f(z) # 0}

T(K):K kiimesindeki siirekli ¢arpimsal fonksiyonlarin kiimesi

Z.:={0,1,2,...}

4~ p niin involiisyonu

pos(f):={zre X : f(x)>0, feB(K)}



1. GIRIS

Bu c¢alismanin bagtan sonuna kadar X veya K lokal kompakt Hausdorff
uzay olarak gosterilecektir. X {izerindeki Borel Slgiilebilir fonksiyonlarin uzay1
B(X) ve X iizerindeki genigletilmis reel degerli Borel 6lgiilebilir fonksiyonlarin
uzay1 [0, 00| araliginda sirasiyla B(X,R) ve B*(X) biciminde gosterilecektir.
B(X) in kapsadign C(X), Cp(X), Co(X) ve C.(X) altuzaylar sirasiyla X iizerinde
siirekli kompleks degerli, sinirli, sifira yakinsayan ve kompakt destekli fonksiyon-
lardir. Cp(X) ve Cy(X) in topolojilendirilmesiyle elde edilen diizgiin norm ||.||
bigiminde olup Cg(X) := {f € C.(X) : supp(f) C E} uzaylarinin indiiktif limiti
olarak topolojilendirildiginde E kompakt olup her biri diizgiin norm tagir. Ayrica

kompakt yakinsak topoloji 7, ile gosterilecektir.

1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1.1 Bir X uzay1 ve birlegsimleri X uzayini kaplayan herhangi
acik kiimeler verildiginde, bu toplulugun i¢inden sonlu sayida agik kiime X uzayini

kapsiyorsa X uzayina tikiz (kompakt) denir

Tanim 1.1.2 X bir topolojik uzay olsun. X in herhangi iki noktasi
1 ve xo icin Uy ve U, gibi iki agik komsguluk bulunabiliyorsa ve bu komguluklar
birbirinden ayriksa, yani UyNUs=0) ise X uzayima Hausdorff uzayi denir. Herhangi
nokta ¢ifti i¢in boyle ayrik komguluklari bulunabilme koguluna Hausdorft (73)

kosulu denir.

Tanim 1.1.3 7 Hausdorff topolojisi ve lokal kompakt topolojik uzay
(XLc, T) olmak {izere eger her farkli z,y € X i¢in U,V € 7 olmak iizere x € U
ve y € V olacak bicimde ayrik iki acik kiime var ise Hpc ye lokal kompakt

Hausdorff uzay denir.



Tanim 1.1.4 Bos kiimeden farkh ve iizerinde bir tane ikili iglem tanim-
lanmig bir G kiimesi
Bilesme: Her a, b, c € G igin a(bc)=(ab)c.
Birim 6ge: Her a € G igin Oyle bir e € G vardir ki ea—ae=a.
Tersinir 6ge: Her a € G icin dyle bir a™! € G vardir ki a la =aa ! =¢
kogullarini saghyorsa bu kiimeye 6bek (grup) adi verilir.
Eger bir 6bek,
Degisme: Her a,b € G i¢in ab=Dba.
kogulunu saghyorsa degismeli 6bek (degigmeli grup) ya da Abelyen 6bek (abelyen
grup) olarak adlandirilir. (G,.) bi¢iminde gosterilir.

Tanim 1.1.5 K bir cisim ve (V, + ,0) bir abelyen grup olsun. Ayrica
K x 'V den V ye giden bir fonksiyonun var oldugunu farzedelim.
Eger a € K vev € V ise bu fonksiyonun (a,v) ¢iftinde aldigi degeri av olarak
yazalim. Biitiin bunlar gu 6zellikleri saglasin: Her a,b € K ve v,w € V i¢in
V1. a(v + w) = av + aw
V2. (a + b)v = av + bv
V3. (ab)v = a(bv)
V4. v =v
O halde (V, 4,0, K x V — V) yapisina K iizerinde bir vektor uzayr adi verilir. V

kiimesinin elemanlarina vektor denir.

Tanim 1.1.6 V,F(Reel yada Kompleks sayilar) cismi iizerinde tanimlan-

mig bir vektor uzayi olmak iizere
[:VxV—>F

doniigiimii agagidaki aksiyomlar: saglarsa bu doniigiime V iizerinde bir i¢ carpim
denir ve x,y € V icin< x,y >seklinde gosterilir. Uzerinde i¢ carpim tanimlan-
mig bir vektor uzymada i¢ carpim uzay1 denir. Reel i¢ carpim uzayina Euclidean
uzay1, kompleks i¢ carpim uzayma da Uniter uzay denir.

(I1)Vr € Vigin < 2,2 >>0

(I2)Vx € V icin < 2,2 >= 0 olmas1 icin gerek ve yeter sart x—0 olmasidur.

(I3)Va,y € Vigin < 2,y >=< 7,7 >



(14)Vx,y € Vve Va € F igin< az,y >=a < x,y >

(15)Vx,y,2 € Vigin < 2,y + 2 >=< 2,y > + < y,2 >

Tanim 1.1.7 F cismi iizerinde herhangi bir vektor uzay: V olsun.
Dual uzay V* ile gosterilir ve ¢ : V' — F’ biitiin lineer doniigiimlerin kiimesi olarak
tanimlanir. V* dual uzay asagidaki toplama ve skaler ¢arpim ile F iizerinde bir
vektor uzay1 olur:

Vo, € V¥ o eV wve a € F olmak iizere

(¢ + ) (x) = o(z) + P(z)
(ag)(z) = ag(x)
V* dual uzaymin elemanlar1 kovektor yada 1-form olarak adlandirilir. V* dual

uzaymnm ¢ fonksiyoneli ve V nin x elemanm ¢(x) = [¢, z] bi¢iminde yada ¢(x) =

(¢, z) bigiminde gosterilir. Ayrica bilineer doniigiim
[, ]: VXV S F
biciminde tanimlanir.

Tanim 1.1.8 X bir K cismi iizerinde bir vektér uzay1 olsun. Eger bir
Il: X =R x— |

doniigiimii Va,y € X ve Va € K icin

(ND)||z|| >0 ve ||z]| =0<= 2 =0

(N2)|Jaz ] = Jal ]

(N3) ||z + y|| < ||z]| + ||y|| 6zelliklerini saghyorsa bu doniigiime X iizerinde norm

ad1 verilir. (X, ||.||) ikilisine normlu vektor uzay1 denir ve kisaca X ile gosterilir.

Tanim 1.1.9 X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir A4 sinifi
icin agagidaki Ozellikler saglamyorsa bu durumda A simfina X iizerinde bir ce-
birdir denir. ()X € A
(i)VE € Aigin E°=X\E € A
(i) k=1,2,...,n icin B}, € A ise kglE’“ e A



Eger (iii) sart1 yerine

Vn € Nigin B, € A= U E, €A
sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri ad1 verilir.
Tanim 1.1.10 Bir K simifim1 kapsayan o-cebirlerinin en kii¢ligiine X nin
tirettigi (dogurdugu) o-cebiri denir. R™’deki biitiin agik (a, b) araliklarinin dogur-
dugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R™) ile gosterilir. n=1 olmasi halinde

B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi

denir.

Tanim 1.1.11 A bir Banach uzay1 olmak {izere A nin Banach cebri

olmasi i¢in A igerisinde tanimli ¢carpim;

eyl < llzlll[yll =,y €A
esitsizligini ve

2(yz) = (vy)z
dagilma ozelligi,
r(y+z)=xy+zz (y+2)r=yr+zz x,y,z€ A

birlesme 6zelligi ve a bir skaler olmak iizere

(ax)y = z(ay) = a(ry)
esitliklerini sagliyorsa A ya Banach cebri denir.

Tanim 1.1.12 X bir kiime ve A, X i{izerinde bir c— cebiri olsun. Bu du-

rumda (X, A) ikilisine bir dl¢iilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de A-6l¢iilebilir

kiime veya kisaca o6lciilebilir kiime ad1 verilir.

Tamim 1.1.13 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay ve f : X — R bir fonksiyon
olsun. Eger Va € R i¢in

f (o, +ool) = {z € X : f(x) > a}

oluyorsa f ye o6lciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki 6l¢iilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, A) ile gosterilir.



Tanim 1.1.14 (X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimh
genigletilmis reel degerli bir x fonksiyonu
(i) p(®) =0
(ii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in

(UpZiAn) = Z 1(An)

ozelliklerini saghyorsa bu fonksiyona 6l¢ii denir. Eger her A € A igin u(A) < oo

ise p ye sonlu o6l¢ii ad1 verilir.

Tanim 1.1.15 X lokal kompakt Hausdorff uzay iizerinde kompleks bir
fonksiyon f olmak iizere Ve > 0 i¢in K C X vardir oyleki ¢ K igin f(z) < € ise

f ye sifira yakinsiyor denir.

Tanim 1.1.16 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebri ve A

tizerinde tamimh g 6lgiisiinden olusan (X, A, i) tigliisiine dl¢ii uzayr adi verilir.

Tamim 1.1.17 X bir kiime ve P(X) X in kuvvet kiimesi olsun. P(X)
iizerinde tanimli, genigletilmig reel degerli bir u* fonksiyonu
(i) p*(@) =0
(ii) Her £ € P(X) i¢in pu*(E) >0
(iii)A C B C X igin p*(A) < u*(B)
(iv)Her bir n € N i¢in A,, € P(X) ise
p(UnZy An) < 3700 17 (An)

sartlarini saghyorsa p* fonksiyonuna X {izerinde bir dig dlgiidiir denir.

Tanim 1.1.18 (I;), R nin sinirh ve agk alt araliklarinin bir dizisi ve

Ta = {(Ix) : A C |J I} olsun. P(R) iizerinde

m*(A) = inf{Zl(]k) :(Iy) € Ta}
k=1

bi¢ciminde tamimlanan m* bir dig Olciidiir. Bu dig 6lgiiye Lebesgue dig 6lciisii
denir. Lebesgue dig 6l¢iisii R nin her bir alt araliginin uzunluguna karsilik getirir.

n—boyutlu R" uzayinda Lebesgue dig 6l¢iisiinii tanimlamak i¢in

I = {IE ca; <o Sbl,Z: 1,...,71}



n— boyutlu kapali araliklarini géz 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri v(I) =

[T;,(b; — a;) bigimindedir. Keyfi bir E C R™ kiimesinin Lebesgue dig dl¢iisiinii
m*(E) = inf{) v(ly) : E C | J I, Iy bir arahk}
k=1 k=1
ile tammmlanmir. VA C R” i¢in eger
m*(A) =m*(ANE)+m*(An (R" — E))
ise E kiimesine Lebesgue Olciilebilirdir denir.

Tanim 1.1.19 Bir f fonksiyonunun destegi f(x) # 0 sartini saglayan x

noktalarinim kapamsidir ve suppf = {x : f(z) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiy-
onunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f ye kompakt destekli fonksiyon

denir.

Tanim 1.1.20 (X, A, u) bir 6lgii uzay1 olsun. 0 < p < oo olmak iizere

= {f e MOXA): [ IfPrdu< oc)
b's
kiimesine p- inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L? uzayinda
bir f fonksiyonunun normu

= L UsliPan <o) 1p <o

esssuplf(z)| p=00

ile tanimlanir.

Tanim 1.1.21 f olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K

kiimesi tizerinde

[ 1t < o

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.1.22 f,(a,b) agik araliginda tanimli, reel degerli bir fonksiyon
ve g € (a,b) olsun. Her € > 0 sayisina kargilik |z —xo| < 0 iken | f(z) — f(z0)| < €
olacak bigimde 6 = (¢, xy) > 0 sayist bulunabilirse f fonksiyonuna zy noktasinda

siireklidir denir.



Tanim 1.1.23 A ve B topolojik uzaylar olmak {izere A dan B ye siirekli,
birebir, 6rten ve tersi de siirekli bir fonksiyona homeomorfizma denir. Homeomor-
fizmalar tiim topolojik uzaylar toplulugu iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlar.

Béylece olugturulan denklik siniflarinin her birine homeomorfizma sinifi denir.

Tanim 1.1.24 Topolojik uzaym bir A alt kiimesine ait bir a elemamni icin
a nin bir V komgulugunun A ile arakesitinin yalnizca a dan olugmasi durumunda

a noktasina izole nokta adi verilir.

Tanim 1.1.25 x ve y iki vektor ve i¢ carpim vektor uzayir V olmak tizere
< x,y >= 0 ise x ile y ortogonaldir denir ve x L y bi¢iminde gosterilir. Ayrica
degP,, = n olmak iizere ortogonal polinomlarin simfi {P(x)} ile gosterilir ve [a,b]

araliginda ortogonalligi m # n olmak iizere

b
<P, P, >= / P, (x) P, (x)w(x)dx = 6ppcn, = 0

Tanim 1.1.26 degP, = n olmak {izere iki polinom ortonormal ise m—n

icin < B, P, >= f; P, (x)Pp(z)w(x)dz = 1.

Tanim 1.1.27 Bir (a), dizisi i¢in iireteg fonksiyon

Glag; ) = i apx"
n=0

bi¢iminde gosterilir.

Tanim 1.1.28 Gama fonksiyonu Matematikte faktoriyel fonksiyonunun
karmagik sayilar ve tam sayir olmayan reel sayilar icin genellenmesi olan bir

fonksiyon olup I' simgesiyle gdsterilir.
['(z) = / e tdt
0
['(n)=(n—1)!

Kompleks diizlemde Analitik devamlilik i¢in n negatif tamsay1 olmamalidir, poz-

itif tamsay1 olmalidir.

Tanim 1.1.29 Bos olmayan herhangi bir X kiimesi ve 7 = P(X) ailesi
verilsin. 7 ailesi X iizerinde bir topoloji olup Vax € X igin {z} C X alt kiimesi

bir acik kiime olup 7 = P(X) topolojisine X iizerinde ayrik topoloji denir.
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Tamim 1.1.30 (Micheal Topolojisi) X in bogtan farkli kompakt al-
tkiimelerinin uzay1 T(X) ile gosterilsin. A, B C X igin T4(B) := {C € T(X) :
CNA#D ve CcC B}. Xin agk alt kiimeleri U ve V olmak iizere biitiin
T 4(B) nin alt tabanlariyla genellestirilmis topoloji Tx olmak iizere bu topoloji

agagidaki ozelliklere sahiptir.[Michael 1951]

(i) X kompakt ise T x kompakttir.

(ii) Tx lokal kompakt Hausdorff uzaydir.

(i) Tx in kapah bir alt kiimesinin iizerine x — {x} doniigiimii X in bir homeo-

morfizmidir.

(iv) X’in bogtan farkli sonlu alt kiimelerinin koleksiyonu Y x iginde yogundur.

(v) Eger Q  Tx in kompakt alt kiimesi ise B := U{A : A € Q} X in kompakt

bir alt kiimesidir.

d metrigi ile X metriklenebilir ise A, B € Tx olmak iizere Ty Micheal topolojisi

p Hausdorff metrigi ile verilen Hausdorff topolojisinden daha kuvvetlidir ve
h(A, B) := sup{d(z,B) : x € A}

iken

p(A, B) := maz{h(A, B),h(B,A)}.



1.2. OLCULER

X iizerinde kompleks bir Radon olgiisii ¢ olmak iizere p Olgiisii C.(X)
iizerinde siirekli lineer bir fonksiyoneldir. Boylece her £ C X i¢in ag sabiti var
olup dyleki Vf € Cp(X) igin [u(f)| < aplfllw-

X {izerindeki Radon ol¢iilerinin kiimesi M (X)) ile gosterilir.

Vi € M(X) i¢in p niin eglenigi 7z bigiminde gosterilir ve Vf € Cg(X) i¢in

ai(f) = u(f)

= Re(u) 4+ iIm(p) bigiminde yazilabileceginden reel ve imajiner olmak iizere 2

kisimdan olugur. Burada

Re(p) := %(u + 1)

ve

bigimindedir. Vu € M(X) i¢in

[l == sup{|u(f)| - | € Ce(X), [ flloe < 1}

w siurh ise |p(f)| < oo bigiminde, kontraktif ise |u(f)] < 1 ve olasilik dlgiisii ise
p=0ve |pl =1

M(X) in baz1 alt kiimeleri M®(X), M.(X), M, (X), MM (X)veM*(X) olup bunlar
sirasiyla sinirli Radon 6l¢iileri, kompakt destege sahip dlciiler, kontraktif dl¢iiler ve
olasilik dlciileri kiimesi olarak adlandirilir. Burada M.(X) C M%(X) ve M'(X) C
MW(X) c M*(X) oldugu goriiliir.

1.2.1. Haar Olgiisii

G lokal kompakt topolojik grup ve G nin kapali kompakt alt kiimeleri
tarafindan iiretilmis o cebri B olsun. B iizerindeki bir p o6lgiisiiniin sol Haar
Olclisii olmasi i¢in;

(i)Her B € Bkiimeleri iizerinde dig regiiler
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(u(B) = inf {u(U)|U > B, Uagik})

(ii)Her U € B kiimeleri iizerinde i¢ regiiler

(u(B) = sup{p(K)|K C B, Kkompakt})

(iii)Her K € B kompakt kiimeleri iizerinde sonlu

(iv)Her B € B igin pu(gB) = u(B)

(v)Her bostan farkh B € B i¢in u(B) > 0

Benzer bi¢imde sag Haar olgiisii i¢in Her B € B i¢in pu(Bg) = p(B) olmalidir.
1.2.2. Radon Olciisii

X iizerindeki Radon olgiilerinin kiimesi M (X)) ile gosterilir. Vu € M(X)
icin

[l == sup{|u(f)| : f € Ce(X), [ flloe < 1}
1.2.3.  Plancherel Olgiisii

G sonlu bir grup olsun. G nin indirgenemez temsillerinin kiimesini G” ile

gosterdigimizde G” kiimesi iizerindeki Plancherel olciisii

(dimm)?

p(m) = ]

olup m € G” ve indirgenemez 7 temsilinin boyutu dimn olarak gosterilir.
1.2.4. Lebesque Olciisii

MR, m*), m* dig 6lgiisiine gore olgiilebilen R nin alt kiimelerinin sinifi
olsun. m* Lebesgue dig 6lgiisiiniin M (R, m*) smifinada B(R) sinifinda olan kisit-

lanmasina Lebesgue 0l¢iisii denir ve m ile gosterilir.
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2. HIPERGRUPLAR

2.1. HIPERGRUPLAR

K # () lokal kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere asagidaki sartlar saglaniy-
orsa (K, *) a bir hipergrup denir.

HG1: (M®(K),+, %) vektdr uzay iizerinde tanimlanan * ikili iglemi ile birlikte bir

cebir olugturur.
HG2: e, xe, € M'(K) ve 2,y € K kompakt olmali.
HG3: K x K — M'(K) seklinde tanimlanan (x,y) — £, * &, déniigiimii siireklidir.

HG4: K x K — J(K) geklinde tammlanan (x,y) — supp(e, * €,) doniigiimii

streklidir.
HGb5: e. x e, = €, ¥ . = €, sartimi saglayan birtek e € K vardir.

HG6: (e, *gy)” = €,- * €,- sartini saglayan tek bir involiisyon vardir.(K — K ya

tanimli  — 2~ homeomorfizmi Vz € K i¢in (z7)” = )

HGT: e € supp(e, * €,) olmasi igin gerek ve yeter sart z =y~ =,y € K.

Genellikle literatiirde ve bu ¢alismada hipergrup (K, ) ile gosterilecektir. Hiper-
grubun en yaygin érnegi lokal kompakt Hausdorff G grubu ile M°(G) yi kendisine
tagiyan normal konvoliisyon yapisidir.

Ayrica g — pu~ doniigiimii M°(K) iizerinde zayif siirekli, pozitif ve lineerdir.

p € M°(K) nm adjointi p~ ile gosterilir ve VA € T(K) icin

po(A) = pm(A).

K hipergrubu komiitatif ise (M°(K), +, *) komiitatif cebirdir. Bir hipergrubun in-
voliisyonu birim doniigiim ise hermityen olarak adlandirilir. Her hermityen hiper-

grup komiitatifdir ¢iinkii
Ex 6y = (€ %Ey)” =€y- x4 =€y ¥ &
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Konvoliisyon déniisiimiin pozitif ve siirekliligi ile birlikte herbir u, v € M°(K) icin

p*y:/K/Kex*syu(dw)y(dy)

doniigiimiin tek oldugu garantilenmis olur.

Tanim 2.1.1
T MP(Ky) — M°(K>)
déniisiimii bir (hipergrup) homeomorfizm olarak adlandirilir ise Vu,v € MY(K)
icin
T(pxv) =7(p) *7(v)

ve

T(u") =T7(1)

ve Vo € K, i¢in 7(e,) bir nokta olgiisiidiir. Eger ek olarak
7 MY(KY) = MY(KY)

ise izomorfizm olarak adlandirilir.
2.1.1. Doniigiim Ve Konvoliisyon

Hipergrubun taniminda ilk olarak nokta ol¢iileri i¢in konvoliisyon ver-
ilmigtir. Konvoliisyon iizerinde siireklilik ve pozitiflik varsayildiginda biitiin kom-
pleks olciilere kolayca genisletilebilir. Fonksiyonlarin doniigiimii asagidaki gibi

tanimlanir.
2.1.2. Fonksiyonlarin Dontigiimii

fe€B(K) xz,y € K igin

flaxn)i= [ fderz,)

integrali vardir. Yukardaki notasyonda f(xy) nin anlami K lokal kompakt semi-

grup olmasi durumudur. Ancak x % y kendi bagina bir anlam icermez. Burada
frlaxy)=fly *a7)
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olduguna dikkat etmeliyiz. f nin x ten y ye soldan doniigiimii

T f(y) = f(z xy)

ve f nin x ten y ye sagdan doniigiimii

Tof(y) = fly = x).
Ayrica

(T*p)(f) = (T f)
ve p € M(K)veVfeCJK),ze K igin

(Top)(f) = (T f)-

f € CuK) iken T* f € C.(K) oldugu kolayca goriiliir. f € Cy(K) i¢in [HG3]| ten
dolay1 K x K {izerinde
(z,y) = fz*y)

doniigiimii siirekli fonksiyondur ve bundan dolay1 K tizerinde T% f ve T, f siirekli

fonksiyondur.

2.1.3.  Fonksiyonlarmm Déniisiimii le Ilgili Ozellikler

(i) (z,y) = f(x *y) déniisiimii B(K x K) ya aittir.
(i) Bier 2, € K ve ||(z+y) sonlu ise f(z+y) tammb olup | f(z+9)]| < |f](x+y).
(iii) T°f,T,f € B(K).
(tv) [y fd(uxv) = [i [ic [ y)u(dr)v(dy).
(V) [ T fdp = [ fd(es * ).

(Vi) T*f(y * 2) = T.f(z x y).
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2.1.4. Kiimelerin Konvoliisyonu

A, B C K igin
Ax B :=U{supp(e, x&,) - x € A,y € B}. [']
Simdi kiimelerin konvoliisyonu ile ilgili bir 6nerme verecegiz.

Onerme 2.1.1 (A*B)NC#0 <= BN (A~ xC) # 0.

Agagida olciilerin konvoliisyonunun supportlari ile ilgili bir 6nerme verile-

cektir.

Onerme 2.1.2 p,v € M*(K) verildiginde

(i) supp(p* v) C (supp(p) * supp(v))°
(ii) supp(u*v) = (supp(p) * supp(v))®  p,v >0

(iii) supp(p*v) = supp(p) * supp(v) — p,v € My (K)

2.1.5. Fonksiyonlarin Konvoliisyonu

f,g € B(K) i¢in en az bir tanesi o sonlu ise K kiimesinde f g konvoliisyon

tanimi

2.1.6. Fonksiyonlarin Konvoliisyonunun Ozellikleri

() f,9 € BUK) p.q € [Loc ile L+ 1 =1 ve ||f] < oo ve gll, < o oldugu
farzedilsin. Bu durumda f * g~ siireklidir ve || f * g7 ||co < || fllnllgllp

1Jewett,R.I. Spaces with an abstract convolution of measures,Adv.in Math.1975,n0.1,1-101.
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(ii) 1 <p < ooiken fx*g € Cy(K)

(iii) [[fllx ve llgllp < ooise |[f * gll, < [1fll1llgll,

2.1.7.  Fonksiyonlar Ve Olciilerin Konvoliisyonu

€ MYK) ve f € B(K)

(i) (u* f)(x) = [ fly~ *x)u(dy) ve
(it) (f *p)(x) = [ flz*xy)u(dy)

2.1.8. Fonksiyonlar Ve Olciilerin Konvoliisyonunun Ozellikleri

Burada fonksiyonlar ve oOl¢iiler arasindaki konvoliisyunun 6zelliklerini vere-
cegiz.

e MY(K) ve f,g € B(K) olsun.

(i) f o sonlu ise p * f de o sonludur.
(i) [If[ls <ooise (ux* flwk = p* (fwr)
(iii) [|f[l < oo ise [ (u* fdwx = W(K) [, fdwk

(iv) f veya g den birisi o sonlu ise [ (1 * f)gdwg = [, (™ * g)dwi

Onerme 2.1.3

(i) feCy(K)ue MYK)ise ux f € Cy(K) ve
[ flloo < Nlellll flloo

(i) feCK)ue M(K)ise ux f € C(K)

(it) f € Co(K),p € Mo(K) ise pux [ € Co(K)
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(iv) f € Co(K),u € MP(K) ise ux f € Co(K) olup bu durumda 7, — limp = p
|1 f = flloo =0 [%]

Onerme 2.1.4 p,v € MYK) ve f € B(K), pn* f € B(K) icin

Jouwsar= [ gauen) = [ (v )

olup ayrica

(i) x5 f) = (uxv)« f
(i) jox (fxv) = (Ve f) % v
(it)) (ux )" = f~xv-

2.1.9.  Smurh Olgiilerin Otelenmesi Ve Sifira Yakinsamasi

Tanim 2.1.2 p € M(K) sinirhi sol 6telenmis ise (yada sol doniigiim) p
niin sol doniigiimlerinin kiimesi {77y : © € K} belirsiz simrlidir. Sol 6telenmis
belirsiz dl¢iilerin kiimesi M7 (K) ile gosterilir. Eger p 6telenmig sinirh ise p~ ile
gosterilir. p € M(K) nin &telenmig sinirhi olmasi ancak ve ancak Vf € C.(K)
icin u* f € C.(K) olmasidir.

Tanim 2.1.3 p € M(K) zayif 6telenmis sinirh olarak adlandirihrsa(yada
zayif doniigiim)Vf € C.(K) i¢in px* f* f~. Zayif 6telenmig sinirh 6lgiilerin kiimesi

M ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 p € M(K) sifira yakinsiyorsa Vf € C.(K) igin p* f €
Co(K). Sifira yakinsayan p € M (K) nin kiimesi My(K) ile gosterilir.

2Berg,C.;Forst,G. Potantial Theory on locally compact abelian groups,Ergebnisse der Mathematik und ihrer

Grenzgebiete,87.Springer-Verlag,New York-Heidelberg,1975.
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2.1.10. Invaryant Olciiler

Tanim 2.1.5 Vz € K ve f € C.(K) i¢in

/K F(es +w) < /K fdw

olup sifirdan farkh w € M, (K) 6l¢iisiine sol alt invaryant adi verilir. Eger burada

esitlik saglanirsa w sol Haar 0Olciisii veya sol invaryant olarak tanimlanar.

Tamim 2.1.6 Vz € K ve f € C.(K) i¢in

| fdtese) = hia) [ fa

olup sifirdan farkh w € M, (K) 6lgiisiine kismi sol invaryant denir.
k carpani siireklidir ve

k:K —RY.

Ayrica Vz,y € K igin
k(xxy) = k(x)(y).

2.1.11. Invaryant Olciilerin Ozellikleri

w K kiimesinde sol alt invaryant olgiisii f € BY(K), © € K ve u,v €
M (K) ise

() fie T*fdeo < [ fo

(i) 1< p < oo icin [T*f]| < |flly f € LP(K) = IP(K, )
(i) K min kompakt alt kiimesi A ise w(A) < w({z} * A)
(iv) p * w konvoliisyonu mevcuttur ve p* w < p(K)w

(V) v<wise pxv <w

(vi) pe MYK) ve g e CF(K) ise pxge CHK) ve [ p*gdw < [} gdw.
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2.1.12. Modiiler Fonksiyon

K iizerinde wg sol invaryant 6l¢iisii olsun. K iizerinde sag modiiler fonksiyon

A olarak tammmlandiginda

Wi * e; = Nx)wg

olup Vx € K dir. A =1 ise birim modiiler olarak adlandirilir.

2.1.13. Lokal Diizgiin Siireklilik

Lokal sinirh dlgiilebilir f fonksiyonu g € K iken xg 1n U gibi bir komgulugu

vardir dyleki Ve > 0 i¢in e biriminin V komgulugu var olup

[fly*x) = fx)| <e

Ve € U,y € V ise f ye sol lokal diizgiin siireklidir denir.

2.1.14. Semikarakterler Ve 2.Dereceden Formlar

K tizerinde lokal sinirli 6lgiilebilir bir fonksiyon x ile gosterilirse
(i) x(e) =1
(i)x(z*y) =x(@)x(y) Va,yeK
Ek olarak Vo € K igin x(x~) = x(z) ise x ye semikarakter ad1 verilir.

Tanim 2.1.7 (a) Vz,y € K icin ¢ € L2 (K) quadratik(2.dereceden)

loc

form ise
q(zxy) +qlzxy~) = 2q(z) + 2q(y)
olmast saglanir.

(b)Vz,y € K i¢in h € LS (K) toplamsal ise

loc

h(x xy) = h(z) + h(y)

ve ek olarak Yz € K i¢in h(x~) = h(x) ise bir homeomorfizmdir.
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2.1.15. Diizgiin Siireklilik

f € B(K) olmak iizere

(i) a— diizgiin siirekli ise € > 0 verildiginde e nin w agik komgulugu varsa

z,y € K ve (e, % €,-)(W) > 0ve |f(z) — f(y)] <e.

(i) f— diizgiin siirekli ise € > 0 ve zy € K iken xy m U,, komgulugu vardir

oyleki Vo € Uy, icin || T f — T f|| < €.

(iii) y— diizgiin siirekli ise z,y € K icin (eyx€,~ ) (W) > 0olup |77 f =T f|loc < €
olur.

Herhangi bir diizgiin siirekli fonksiyonun siirekli oldugu aciktar.

Tamim 2.1.8 p € M(K) olsun. o € M, (K") varsa(tek olmasi gerekli)
oyleki Vf € C.(K) igin
/ |fPdo < oo
K

/Kf*f”duz /K f2do

olup o := F'u ye p niin Fourier doniigiimii denir.

ve

20



3. COK DEGISKENLI POLINOMSAL HIPERGRUPLAR

Bu boliimde Zeuner (1992) in yapmig oldugu ¢aligmalar esas alinarak
cok degigkenli polinomsal hipergruplarin yapisi incelenmistir. Ayrica polinomsal-
larin cesitli stmflarindan ortaya ¢ikan yeni hipergruplar Koornwinder tarafindan

caligilmigtir.

3.1. COK DEGISKENLI POLINOMSAL HIPERGRUPLAR

K, ayrik topoloji ile donatilmig sayilabilir bir kiime ve d € N olsun. C¢

iizerinde polinomsallarin bir kiimesi

{Q. :z € K}

olsun.
Vn € Z; igin
Q € (C[Zl, 22y auny Zd]

polinomsallarinin bir kiimesi p(n) olarak gosterilsin. Burada

deg(Q) <n

ve
K,={zre K:Q, € pn)}

olsun. Vn € Z, i¢in p(n) in bir tabani

{Q., :z € K}.

Vz,y € K igin ,Q, carpimu tek olarak gosterildigi kabul edilirse

QmQy = EweKC(xa Y, w)Qw

olup ¢(z,y,w) € C katsayilardir.

Tamm 3.1.1 (K, ) hipergrubunun polinomsal hipergrup(d degiskenliler
dahil) olarak adlandilirsa {Q, : x € K} ailesi vardir oyleki Vo, y € K ve w € K
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i¢in €, * €, konvoliisyonu

e ¥ ey({w}) == c(z,y,w)

ile tamimlanir. Hipergrup {Q, : * € K} bi¢iminde veya (K, *(Q,)) biciminde
gosterilir. Bazen K min x elemanlan ile @, € Clzy, 29, ..., 24] polinomsallarini bir
tutacagiz. Ozellikle z; € K, yazdigimizda = € K icin z; = @, ve z; =Q- JE
{1,2,...,d} olarak gosterilir.

Onerme 3.1.1 Her (K, *) polinomsal hipergrubu agagidaki 6zellikleri

saglar.

(i) K nin semikarakterleri K *kiimesi,
{x.:2€C%

kiimesi ile cakigiktir. Burada x. , x.(2) := Q.(2) € K seklinde tanimlanan

ifade evaliiasyon doniigiimiinii gostermektedir.

(ii) x. ve z nin belirtilmesi ile elde edilen K iizerindeki sinirh ¢arpimsal fonksiy-

onlarmm kiimesi Y, (K) ile
{zeC:|Q.(2) <1,Vr € K|}
kiimesi homeomorfiktir.

(i) K min duali olan K" kiimesi

{z€C:|Qu(2) £ 1,Qu-(2) = Qul2), v € K}

kiimesine homeomorfiktir.

Ispat. (i) ¢, * ¢, konvoliisyon tanimindan z,y € K olmak iizere
Qu(2)Qy(2) = D (ea * £)) {w})Qu(z)
weK
lineerizasyonun terimleri icindedir. Ayrica Y, evaluasyon doniisiimii her z € C?
icin bir semikarakterdir. Kargitin1 ispatlamak i¢in K nin keyfi x semikarakterini
seceriz ve baz1 2 € C%igin . formunun y oldugunu gosteririz. < K; >, p(n) e esit

oldugunda z € C¢ tek olur dyleki her z € K i¢in Q,(2) = x(z). Tiimevarimdan
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n = deg(Q,) olup ispat tamamlanir.

Farzedelim her z € K, icin Q,(2) = x(z) olacak bicimde z € C? mevcut olsun.
< K, >= p(n)
esitliginden
< KK, >=< p(1)p(n) >=pn+1) =< K11 > .

Ve boylece her z € K,y icin Qi a; € C, z; € Ky ve y; € K,, igin

k
Qz = Z anijyj
1

bi¢iminde gosteririz.

Clz1, 22, ..., zq] olmak iizere M.(K) uzay1 tanimlanabilir. Buradan

k
Ex = E AjEq; * €y,
j=1

Xx::/ xde,
K

= Eleaj/ Xd(a‘xj * 5yj)
K

oldugu goriiliir ve

=S¥ aix(z)x(y;)
= Eﬁzlanmj (Z)Q(yg (2)
= Qx(z)

hipotez saglanir.

(ii)Direkt olarak Y,(K) nin tammindan saglandig goriiliir.

(iii)

{zeC:|Q.(2) <1,Q,-(2) = Qu(2) Vz e Ky}

kiimesi simirhidir ve bu kiimenin kapal alt kiimeleri

{z€C:|Q.(2) <1,Q,-(2) = Qu(2) Vze K}

kompakttir. Dolayisiyla z — x, doniisiimii bir homeomorfizm belirtir. m
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3.1.1.

(i)

(iii)

Polinomsal Hipergruplarin Diger Ozellikleri

Her K plinomsal hipergrubu bir normalizasyon kabul edilirse
r € K i¢in zy € C? vardir 6yleki Q,(2p) = 1. K nm birim karakteri 1 := 1,
olup C? nin birka¢ eleman: karsilik gelir. Bu durumda polinomsal hipergru-

plarda 2y noktasi bir normallegtirme noktasidir.

K polinomsal hipergrubun herhangi bir modifikasyonuda bir polinomsal hiper-
gruptur. Bu gergekten hareketle K nin pozitif semikarakteri x olmak iizere

Vz € K icin zp € C? vardir dyleki x, = Q.(z) dir. Ve boylece

_ X () _ Qx(2)
Xz ro(ZO)

x = x:(2)"
oldugu goriilmiig olur.
K® x K® polinomsal hipergruplarimdan K x K@ icine bir polinomsal

hipergrup agagidaki yolla yapihir. K® ve K® tammiyla C* ve C% iiz-

erindeki polinomsallarin koleksiyonu
Q) 1z e KW}

ve
Q) 1y e K®}

olarak gosterilsin. Buradan C%*+% i{izerindeki polinomsallarin

QU QY ye KW x K}

koleksiyonu K (V) x K®) iizerinde bir polinomsal hipergrup yapisidir. Sirasiyla
Ch ve C® icindeki z; ve zo K @) ve K@ nin normallestirme noktas1 kabul
edilirse K x K® nin normallestirme noktasi (21, zp) € Ch+dz,

Ve € K igin = € K vardir dyleki Vz € supp(m) igin Q,-(2) = Qx—(z) olup
7w € M(CY).

Vo, y,w € K i¢in

[c QQQuin > 0.
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Onerme 3.1.2 C? igindeki polinomsallarin kiimesi {Q, : € K} olmak
iizere 7 € M*(C?) ortogonallik ile ilgili bir 6lcii olup {Q, : z € K} kiimesi

tarafindan tanimhi K bir polinomsal hipergrup belirtir.

Tanim 3.1.2 K ayrik topoloji ile donatilmig bir kiime olmak iizere d € N

olsun. C? iizerindeki polinomsallarin bir kiimesi

{Q, :x € K}

olsun. Vn € Z, i¢in

Q c (C[Zl, 2y any Zd]

polinomsallarinin bir kiimesi p(n) olarak gosterilsin. Burada

deg(Q) <n
ve
K,={xeK:Q,€pn)}
olmak iizere p(n) in bir tabam

{Q. :x € K}.

Vz,y € K i¢in Q,Q, carpmminin tek oldugu kabul edilirse

QzQy = EwGKC<x7 Y, w)@w

olup burada ¢(z,y,w) € C. Vx,y € K ve ¢, * ¢, konvoliisyonu tanimiyla

{Q,:z € K}

ailesi vardir dyleki

e ¥ gy(w) = c(z,y,w) weK.

Buradan

Qx S C[Zl, Ry auny Zd]

ve z; = (Qy Zi- = Q- j€{1,2,...,d} olmak iizere (K, *) hipergrubunun

polinomsal hipergrup oldugu goriiliir.
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4. BIR DEGISKENLi POLINOMSAL HIPERGRUPLAR

4.1. BIR DEGISKENLI POLINOMSAL HIPERGRUPLAR

deg(@Qn) = n, baz1 xyp € R ve her n € Z, i¢in Q,(zo) = 1 6zelliklerini

sahip @, € R[z] polinomsallarinmn dizisi {Q,, : n € Z, } olmak iizere
Qm@Qn = Zk>oc(m,n, k)Qr  Ym,n,k € Z, c(m,n, k) >0

anlaminda negatif olmayan bir lineerizasyona imkan verir.

Em * En 1= >0 ¢(m, n, k)eg konvoliisyonu dual uzay

Zﬁ = {Xﬂt cx € R, SU]%EO’QTL(J:” < OO}

olan M®(Z,) y1 polinomsal hipergrup (1- boyutlu)yapan MY(Z,) iizerinde bir
konvoliisyona genigletir.

Burada

Xz(n) = Q(x) n€Zy.

Onerme 4.1.1 Vn € N icin
{n+1} C supp(e; xe,) C{n—1,n,n+1}

sartim saglayan (Z,, *) hipergrubu bir polinomsal hipergruptur.

Ispat. (Z.,*) m birim elemamn e ile gésterilsin.
{e+ 1} C supp(ey xe,) = {1}
den e = 0 sonucu ¢ikar. Ayrica tiimevarim yoluyla Vm < n i¢in
supp(ey xe,) C{n—m,n—m+1,...,n+m}

oldugu goriiliir. m = 1 i¢in 6nermedeki hipotezin bir kismi dogrudur. Tiimevarim

yoluyla m yerine m+1 alindiginda n > m i¢in

Supp(Em1 * €) C supp(er * €m * €p)
C{l}x{n—mn—m+1, ... n+m}
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c{n—m—-1,n—m,..n+m+1}.

Vn € Z, i¢in n= = n. Aksi halde bazi n € Z, i¢in n~ < n alindiginda

0 € supp(e,- *€,)
c{n—n",n—n"+4+1,..,n+n"}

olup yanhg oldugu agiktir. Bundan dolayi(Z., *) hermityen ve degismelidir.

Sonuc olarak
A= {x(1): x € 2})
kiimesi R nin kompakt alt kiimesidir.

n. dereceden ), polinomlarmin bir dizisini (Q,)n>0 ile tanimladigimizda

Q():l Q1($) = T ve

Q1Qn = (g1 %) ({n +1}) Qi1 + (61 % &,)({n})Qn + (e1 % £2) ({0 — 1})} Q-

(Qn)n>0 dizisinin yapisindan

x(n) = Qn(x(1)) neZ,.

Bundan dolay1 A Z} iizerine orten kabul edilir ve sonsuzdur.
Vo € Aigin x, = Qn(x(1)) olup buradan
Qu(@)Qn(x) = Y (em * ea) {k}) Qi ()
keZy
m,n € Z,. Fakat A sonsuz oldugundan Vz € R ye genisletilebilir. Boylece

(Z,*) m polinomsal hipergrup oldugu goriilmiig olur. m

Teorem 4.1.1 n. dereceden @, € Rz] polinomsallarmin (Q,),>o
dizisinin @ € M} (R) ortogonallik Slgiisiine gore sonsuz supportlu olmasi igin
gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan herhangi birini saglamasi yeterlidir.

a) VYn > 1i¢in a,—1¢, > 0 1saglayan (an)n>0  (bn)n>0  (¢n)n>1 reel dizileri

vardir oyleki (Qn)n>o dizisi i¢in
Qozl leaojd‘i‘bo

QlQn = anQnJrl + ann + Cnanl
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b) Vn >0 vec, > 0 icin (b, )n>0 ve (c,)n>o reel dizileri vardir oyleki

Q=1 Q =Id—b,

Quir=(Id—=b,)Qn—,Qu-r (n>1)

¢) ¥n >0 vea, >0 igin (a,), > 0 ve (b,), > 0 reel dizileri vardir &yleki

Q=1 =z= ang(x) + bg

Q) = a, — Qni1(2) + 0, Qn(z) + a, | Qni(z) Yn>1 zecR.

Teorem 4.1.2 R]z| igindeki polinomsallarin (Q,),>o dizisi baz1 7 €
MP(R) ye gore ortogonal ve her n igin Qo = 1 ve deg(Q,) = n iken sonsuz
destekli olsun. (Q,)n>0 negatif olmayan lineerizasyon kabul edilirse

VYm,n € Zy,c(m,n, k) >0k € {0,1,...,m+n} igin

m+n
QumQn =Y _ c(m,n, k)Qy
k=0
ve
m+n
Z clm,n, k) =1
k=0
olup M®(Z, ) kiimesindeki * konvoliisyonu
m-+n
Em * Ep 1= Z c(m,n, ke
k=0

tanimiyla Z, igine etkisiz elemani 0 ve birim involiisyonlu bir polinomsal hiper-
grup elde edilmig olur.
Ispat. Vk < |m — n| icin ¢(m,n,k)=0 olmasi zorunludur. Ciinkii

k> m+n igin

m+n

/R(Qan)deﬂ' = Z c(m, n, l) /R Qledﬂ' =0

1=0
olurki bu esitlik m > n+ k ve n > m + k iginde saglanir. Boylece k < |m — n|
iken

c(m,n, k:)/ Qidr =0
R
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ise ¢(m,n,k)=0 oldugu goriilmiis olur. Diger taraftan

m4+n

Z c(m,n, k) =1
k=0

den ¢, * g, Ol¢iilerinin M!(Z,) ya ait oldugu sonucunu ¢ikaririz.

Hipergrup aksiyomlarinin kalict dogrulugunu kanitlamak icin 0 € Z, nin etkisiz
eleman oldugunu ve Z, i¢inde n — n involiisyonu sagladigini not edelim.
Boylece m,n € Z, igin 0 € supp(e,, * £,) olmasimn ancak ve ancak m = n
oldugunu gostermek kalir. Fakat m # n i¢in ¢(m,n,0) = 0 olup 0 ¢ supp(e,, *€,)
oldugu goriiliir.

Ayrica agagidaki esitlikte m = n ve k = 0 iken

c(m,n,0)m(R) = c(n,n,O)/ Qidr = / Q> Qodrm = / Q*dm >0
R R R

olur ki bu durumda c(n,n,0) > 0 oldugunu ve boylece 0 € supp(e,, *€,,) oldugunu

gosterir.

m-+n

Z c(m,n, k) =1

k=0
esitliginden x¢ noktasmin (Q),),>o i¢in bir normallegtirme noktasi oldugu agiktir.

Her bir n € Z, igin
a, =c(l,n,n+1)
b, = c(1,n,n)
cn=c(l,n,n—1)
yazilir. Buradan Vn i¢in a,,c, > 0 ve b, > 0 oldugu kolayca goriiliir. Ve boylece

cm—1,n,m+n—1)c(l,m+n—1,m+n)
c(l,m —1,m)

c(m,n,m+n) =

e — m) = ccm—1,n,n—m+1)c(l,n—m+1,n—m)

c(l,m—1,m)

Teorem 4.1.3 Bir 6nceki teoremdeki gibi tanimli bir polinomsal hiper-

grup (Z,, ) olsun. m > n igin

Am—1Am—2...0p,

clm—n,n,m) =
( o ) Am—n—10m—n—2-.-01
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ve
Cn+1Cn+2.--C;m

C<m s n) B Am—n—10m—n—2---01 ‘

ispat.

cm—1,n,m+n—1)c(l,m+n—1,m+n)
c(l,m —1,m)

c(m,n,m+n) =

0zdegligi yardimiyla

clm—n—1,n,m—1)ec(l,m—1,m)

em = n,n,m) = c(l,m—n—1,m—n)

=cm—n—1,nm-—1) -1

Am—n—1

m—1Am—2-..0p410n

Qm—n—10m—n—-2---A1

oldugu gosterilirmis olur. Benzer gekilde

clm—1,n,n—m+ 1)c(l,n —m+1,n —m)

clm,n,n —m) = c(1,m —1,m)

0zdegligi yardimiyla

Cn+1Cn+2---Cm

C(m B n) - Qm—n—1Am—n-2-..41

oldugu gosterilir.
n > 1 iken R, i¢inde a, > 0O,¢, > 0 ve a, + b, + ¢, = 1 kogullarin1 saglayan
(@) n>1,(bn)n>1 Ve (¢n)n>1 dizilerinden meydana gelen iki énemli polinomsal dizi

tipi vardir. m

4.1.1. Polinomsal Dizinin |L| Tipi

ag > 0,bp € R ve ag + by = 1 olsun. L tipi (@ )n>0 polinomsal dizisi

Qo =1
1 Id—1b
Q1= a—o( — bo)

QlQn = anQn-‘rl + ann + CnQn—l (n > 1)

bi¢iminde gosterilir.
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4.1.2. Polinomsal Dizinin [V| Tipi

a,y > 0 iken «a := lima,, f = limb,, v := lim¢, nin mevcut oldugu
farzedilsin.

V tipi (Qn)n>0 polinomsal dizisi
QO =1

1:=2y/ayld+
QlQn = anQn+1 + bn@n =+ Cnanl n>1
bi¢iminde gosterilir. [L] tipi veya [V] tipi dizilerinin normallegtirme noktalar
sirasiyla

To =1

yada
_1-6
-2 /ay

Xo -

Teorem 4.1.4 Vn > 1igin a,_1¢, > 01saglayan (a,)n>0  (bn)n>o  (€n)n>1
reel dizilerin ortogonal polinomsal bir dizisi (Q,,),>0 olsun. Oyleki (a,)n>0, (bn)n>0
ve (¢n)n>o reel dizileri agagidaki sartlar: saglar.
a)vVn > 0 i¢in a,, > ¢, > 0.
b)(bn)n>0, (Cn)n>0 Ve (an + Cn)n>o artandir.

Vm,n,k € Zy igin ¢(m,n, k) > 0 iken (Qn)n>0

m+n

QmQn=">_ clm,n,k)Qx

k=|m—n|
formunun negatif olmayan lineerizasyonu kabul edilir ve bundan dolay1 (Z ., *(Q,,))
bir polinomsal hipergrup olarak tanimlanir. (Q,),>o negatif olmayan lineeriza-
syon olmasi gartiyla
c)e, >0

d)(@n)n>0 ve (¢n)n>0 artandir.

Teorem 4.1.5 R i¢indeki (a,)n>1,(bn)n>1 ve (¢,)n>1 diziler olmak iizere

Vn > 1i¢in a,, ¢, > 0ve a,+b,+c, = 1. Bu dizilerin Askey kosullarini sagladigini
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varsayalim.
(a)arca > ¢

(b)ancni1 > an-1¢y

(c)¥n > 2 igin b, > b,y

(i)a,y > 0 iken « := limay,, f := lim b,y := lim ¢, limitleri vardur.

(i)a, > ¢, VYVn>1

(iii)[V] tipinin (@, )n>0 polinomsal dizisi (Z;,*(Q,)) polinomsal hipergrubunu

olusturur.

Ispat. Vn > 1 icin

(a), (c) de uygulandiginda

1 <c <. < lime, =7

n—o0

elde edilir. Bundan dolay1 Vn > 1 i¢in a,, = 1 — b,, — ¢,, esitligi gecerli olmakla

birlikte (c) de (a) anlamina gelir ve

a; > ay > ... > limaq, =«
n—oo

(@n + ¢p)n>1 azalan ve (a,—1¢,)n>1 artan olmasindan dolayr o > v > 0 elde
ederiz ve bundan dolay1 n > 1 iken a,, > ¢,. Bdylece bu durum (i) ve (ii) ye
kargihk gelir. (an)n>1, (bn)n>1, (€n)n>1 dizilerinden meydana gelen (Q,,),>o dizisi

[V] tipinin (Z,, *(Q,)) polinomsal hipergrubudur. =
4.1.3. Levitan-Plancherel Teoremi

K" iizerinde negatif olmayan bir 7, 6l¢iisii vardir dyleki

Vfe LY (K)NL*K) ve supp(m,) =S igin

/ Py — / FPdr.
K KA
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4.1.4. Favard Teoremi

Baglangig sartlari qo(t) = C' # 0, g_1(t) = 0 bigiminde olan polinomsallarin
bir kiimesi (g,), olsun. Ve terimlerinde sifir olmayan reel bir dizi (a,), ve reel
bir dizi (by,), olmak iizere ii¢ terimli bagimt

tgn = Ant1Gn+1 + ann + AnGn—1-

Buradan ayrik olmayan pozitif bir p 6l¢iisii vardir 6yleki (g, ),, kiimesi p tarafindan

tanimlanan i¢ carpim ile ilgili ortonormaldir.

Teorem 4.1.6 (i)
[L] tipinin bir (@), > 0 polinomsal dizisi ile tanimli bir polinomsal hipergrup

(Z4,%(Qy) olsun. Bu durumda Z, nin Haar 6l¢iisii wz, ile gosterilmek tizere

wz, ({n}) = ¢

Hn;l
=L n>2

k=1

(ii)
Degigmeli Banach cebri
LZw,) = {F 2 = C: Suso | £0) | wz. ({n}) < o)
ile involiisyonu n — f~(n) = f(n) ve birim elemani 1z, olan f — fwy, déniigiimii
altinda M®(Z,) Banach cebri ile tanimlanabilir.
(iii)

Gelfand topolojisi altinda x — h,,

hn(f) =Y x(n) f(n)wz, ({n})

n>0

doniigiimiiyle donatilmig
A (LN Zy wz,) = {h € LN (Zy,wz,) = B # 0, h(fxg™) = h(f)h(g) Vf.g € L'(Zs,wz,)}
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uzay yapist ile Z; mn Z/} duali tammmlanabilir. Z/ kompakt acik topoloji ile
birlikte kompakttar.
(iv)

Kompakt acik topoloji ile donatilmig n € Z, igin
X = Xz

Xz(n) = Qn(z)
doniigiimii ile verilen R den Z, nin semikarakterlerinin Z7 uzay1 lizerine bir home-

omorfizm vardir.
Dy:={zeR:|Q.(z)|<1 VneN}

kompakt uzay1 i¢in Z/} homeomorfiktir.
(v)

l)S - [1 — 20,0, 1]

(vi)

Z nin Plancherel 6l¢iisii ile ortogonolizasyon 6lgiisii olan 7 cakigiktir.

Ispat. (i)

wr({z}) = ((e4- * e2)({e})) ! esitliginden her n € Z; i¢in Z; nin wy, Haar
olgiisii tanmim ve QnQn = > ' c(m,n, k)Qx negatif olmayan lineerizasyon
ozelligini kullandigimizda

1 1
wz, ({n}) = (en #22)({0}) ~ ¢(n,n,0)

elde edilir. wz, nin tek oldugunu bir kez daha tespit ettigimize gore buradan

wZ+<{O}) =1

kiimesini elde ederiz.

clm —1,n,n—m+ Dec(l,n—m+1,n—m)

c(m,n,n—m) = Lm—Tm)

esitliginde m € Z, {izerine tiimevarim uygulandiginda m > 2 ven € N, n > m

i¢in gegerli
_ [, c(l,n—k+1,n—k)

[, c(l,k—1,k)

c(m,n,n —m)
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formiiliinii olugturabiliriz.
(ii)
I fll < oo ve ||g]l, < oo iken || f*gll, <|fllillgll, 6zelligini kullanarak

f—= f7(n):= f(n)
involiisyonu ile L*(Z,,wz, ) degismeli Banach cebri olup, birim eleman 1z, .

Buradan f — fu doniigiimii altinda
Ll(Z+> WZ+)

ve

ML)

uzaylar tespit edilebilir.
(ii)
X — F, déniigiimii T;(K) ve A(L'(K)) arasinda ve K ve A~(L'(K)) arasinda
orten bir doniigiimdiir. Bundan dolay1 f € L'(Z,,wz, ) iken
X — hy
hn(f) =D x(n)f(n)wsz, ({n})
n>0
doniisiimiiyle L'(Zy,wz, ) hipergrubunun Az(LY(Z;,wy, ) uzay yapisi ile Z, nin
Z/ dualinin tanimini elde ederiz. C%+ igindeki ¢arpim topolojisi ile Z/ iizerine
indirgenmis topolojiye karsihk gelen Z/ iizerindeki ayrik kompakt agik topoloji
Zy olup Z/; kompakttir.
(iv)
(iii) deki gibi C%+ den indirgenmis ¢arpim topolojisi ile donatilmig Z/ y1 hesaba
katalim. Bu durumda Vx € R igin

Qo

x1,Te € R ve x1 # x5 iken

Xm(l) = Ql(xl) 7é Ql(xQ) = X:c1(1)

olur ki bundan dolay1 X, # Xu,-
Tersine x € Z* ve v = z(x) := apX(1) + by olsun. Buradan x(0) = 1 = x,(0) ve
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X(1) = xz(1). Simdide ¢ := x ve ¢ = x, i¢in

m-+n
e 1,000(n+ 1)+ S cln, 1,K)o(n +1— k) = 6(n* 1) = d(n)o(1)
k=1
denklemini gz oniinde bulundurahm. Buradan Vn € Z, icin x(n) = x.(n)

sonucu saglanir. Boylece

T — Xz

doniigiimiiniin R den Z7 iizerine 6rten oldugunu elde etmis oluruz.

T = (Qu(T))nz0
doniigiimleri R den C%+ icine ve
T = Xa

doniigiimiide Z% dan R i¢ine siireklidir. Bundan dolay1 Z* R ye homeomorfiktir

ve

27 ={xe€Z; :x(n)| <1,vn € N}

D, e homeomorfiktir. (iii) den Dy in kompakt oldugu goriilmiig olur.

(v)

K iizerinde lokal sinirli 6l¢iilebilir bir fonksiyon y ile gosterilirse

(i) x(e)=1

(i) x(z*xy)=x(x)x(y) Vaz,ye K

Ek olarak Vz € K icin x(z7) = x(x) ise x ye semikarakter ad1 verilir. Semikarak-

ter tanimindan Vx € R igin
supnen|Qn ()] = [[Xallo = Xa(1) =1
elde ederiz. Boylece ()1 in tanimiyla birlikte ag + by = 1 elde edilir ve
D, C [1 - 2ap,1]

oldugu goriiliir.
(vi)

Bu Levitan-Plancherel teoreminin sonucudur. m

Teorem 4.1.7 Normallegtirme noktasi
_ 185y
2\/ay —
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olan [V] tipinin normlanmig polinomsal dizisi (Q;,)n>0 ile tamml bir polinomsal
hipergrup (Z., *(Q,)) olsun.

Bu durumda agagidaki iddialar saglanir.

(i) a>7.

(i) LcC[-1-2Z, ~1]iken

supp(nz,) = [-1,1JUL,  Z§ = [~wp,20] U L

sayilabilir kiimedir dyleki L nin limit noktasi1 sadece -1 dir. Ayrica sirasiyla
supp(mz, ) nin pozitif karakteri 1 ve birim karakteri z reel sayilaridir.

(iii) B = 0 oldugunda

supp(rz,) = [—1,1] ve Z% = [—xq, o).

(iv) « = sadece ve sadece 1 € supp(nz, ) iken supp(nz,) = Z,.
(v) Z, tizerindeki biitiin pozitif karakterlerinin kiimesi ile [1, zo| aralig1 cakigiktir

ve [1, zo[ igindeki karakterler sifira yakimsar.

Ispat. (i)
Vn € N igin
1

CL)Z+(TL) = m Z 1

ifadesi Z, iizerindeki wz, Haar oOl¢iisiiniin acik bir bi¢imidir. Normlanmis poli-

nomsallarin dizisi (@, ),>0 olmak iizere

Qn = (w2, ({n})7Qn

7z, Plancherel 6l¢iisiine gore ortogonaldir. Q. polinomsallar1 Vn € N ve z € R
icin
A pCn41 ~ 1 ~ Ap—1Cp ~
2GQal) = Qi () + 5= (0aB)Qu(w) + Y Qi (0)
oy 2/ary 2/ary

esitligini saglar. Boylece (Q,)n>0 dizisi M(0,1) smifina aittir. [Nevai 1979]

1-p
2. /a7y

esitligini géstermek igin [—1,1) U L C supp(nz,) C D, oldugunu dikkate alalim.

Dy = [—xg, 0] UL ile xg=

Ve Z/;\supp(7z, ) nin sabit bir elemani x olsun.
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Buradan

lim ’QnJrl( )

woe " Qu(a)

)1/2 lim |sz+l(x)‘
oot Q)
)2 (Jx] + (2 = 1)?)

| = (
=

SR o[

> 1 |.%">£IZ'0

<1 |z| <

olur ve bundan dolay1 D; C [—1,1] U L. [Nevai 1979 |
X € K" ve ¥ € supp(mg) olsun. Vo € K igin |V(z)| < x(z). supp(rg) mn bir
tane pozitif karakteri var olup kompakt hipergrup icin tek pozitif karakter 1 dir.
Boylece

L C supp(mz,) C{x € R:|Qi(z)] < Q:1(1)} = [-1 - Nz 1
olur ve (ii) nin biitiin durumlarinin ispat1 tamamlanmig olur.
(iii) ve (iv), (ii) nin dogrudan sonuglaridir.
(v)
Bunu gostermek igin éncelikle yukardaki kiimelerin egitliginde xy > 1 iken [1, 2|
icindeki karakterlerin sonsuza yakinsadigini belirtmekte fayda vardir. Diger taraftan
Vn € Zy igin Qn(x) > 0 ve > 1 i¢in supp(nz, ) C| — o0, 1] oldugunu biliyoruz.
Boylece geriye x > 1 iken Q,(x) > 0 ve oldugunu gostermek kalir. Her degigmeli
K hipergrubunda Plancherel 6lgiisii mx nin destegi icinde kesin olarak yo poz-
itif karakteri mevcuttur. Ve xo noktasinin supp(rg) iginde izole nokta olmasi
icin sadece ve sadece K nin kompakt olmasi ile miimkiindiir. (ii) de bu karak-
tere karsilik 1 oldugunu varsaydigimizda = ¢ supp(nz, ) oldugu goriiliir. Ayrica
r < —1 alindiginda

lim Qn—H (‘T)

/ . Qn+1(x)
n—oo  Qn (1) )V i | |

n—00 Qn(x)
)1/2<_x . (1‘2 . 1)1/2) <0

=
=

Sl o=

olup varsayim ile gelismektedir. [Nevai 1979] m

Sonug 4.1.1 Vz € supp(nz, )\[—1,1] i¢in asagidaki durumlar denktir.
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(i) =< —x

(ii) D, =7 icinde x izoledir.

(i) X € LYZy,wz,)

Ispat. Teorem 4.1.7 (ii) maddesinden (i) < (i) oldugu aciktir. Simdi

z € supp(mz, )\[-1,1]

iken

hIIl WZ+{<7”L + 1)}

@Qn1(2) Y1y im Qn1(2)
B (Y | [ = ()" lim | ===

Qn(x) o Qn(x)
= (=)2(Je| + (2 = 1)/2) !

Q=

>1 €] —xy,—1
<1l z<-—x
elde edilir. [Nevai 1979]
Buradan x # zg i¢in (i) < (iii) denk oldugu goriiliir. Eger —zo , Dy iginde izole

degilse x_z, ¢ L'(Z+,wz, ) oldugunu elde ederiz. m

Tanim 4.1.1 (Z,,x) polinomsal hipergrubu bir Laplace gosterimi ise

herhangi n € Z, i¢in katsayilar h(n,k)(k € Z,,k < n) olmak iizere

k=0

bigimiminde [—1,1] iizerinde T} 1. g¢esit Chebychev polinomsallarinin negatif

olmayan tek gosterimidir. [!]

Teorem 4.1.8 [V] tipinin her polinomsal hipergrubu bir Laplace goster-
imi belirtir.

Ispat. R icindeki diziler (A,)n>0, (Bn)nso ve (Cp)nso olmak iizere

Q1:=0, Qo:=1

1Lasser,R.;Rosler,M. A note on property T of orthogonal polynomials. Archiv fiir.Math.1993,459-463.
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2Qn(r) = ApQnia1 () + Ba@n(z) + Cr@ni(z) (n >0)

ile tanimlanmig R[z| i¢indeki n.dereceden polinomsallarin bir dizisi (Q,,)n>0 ol-
sun.Favard teoreminden @, polinomsallarinin 7 € M? (R) ortogonolizasyon dlgiisiine
gore ortogonal olmasi i¢in (sonsuz destege sahip) sadece ve sadece Yn > 1 igin
A,1C,, > 0 olmasidir. 7 ye gore ortonormalizasyon belirten ve (Q,)n>0 poli-
nomsal dizisinden olugan polinomsal dizi (R,,),>0 olsun. Genellemeyi bozmadan

7 € M'(R) segebiliriz. n > 0 igin
k() i= ([ Q2
R
iken R, = K(n)Q, elde ederiz ve tekrardan (R, ),>o dizisi z € R iken
Ro(x) =1 xR, (x) = \Rys1(x) + BuRp(x) + A1 Ry1()

olur.

Burada Vn > 0 i¢in

A, = (AnC'nJrl)l/2 ve [, := B,.

a,b € R igin ortogonolizasyon ol¢iisii 7, M(a,b) simifina ait olup 2lim A, = b ve

lim 3, = a. m € M(a,b) ve b > 0 iken

nhg)lo c(m+n,m, k)IC(m)IlCCégL +n)
1 a+b r—a
[ QT ~ = af) A

vasitasiyla birbiriyle iligkili

m+n

QuQn=Y_ c(m,n k)Qy

k=|m—n)|

gosterimindeki lineerizasyon katsayilarimi ve @), polinomsallarinin

Qu =Y _h(n,k)T}
k=0

gosterimindeki baglant: katsayilarini elde ederiz.

Bu limit iligkisinden sunlari elde ederiz.
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VYm,n,k € Z, i¢in ¢(m,n, k) > 0 ven € M(0,1) ise Vn,k € Z, ve k < n igin
h(n,k) > 0.

a<0ve0<b<1liginm e M(a,b) ve Vm,n,k € Z, igin ¢(m,n, k) > 0 ise
Vn,k € Z, ve k < nigin h(n, k) > 0.

Vo € R icin

Qo(z) =1
Qu(x) :=2y/ayz + 5
Q1(2)Qn(7) = an@ni1(2) + bnQn(2) + nQna(x) (0 =1)

ile verilen (@), > 0 polinomsal dizisi ile [V] tipinin bir polinomsal hipergrubu

(Z,%(Q) oldugunu farzedelim. n > 1 igin

1
07 2 Jay
Bo = - B
2/ ay
an
2 /ary
bn - 5
2/ary
c
C, = ——
2/ay

vazildiginda 7 ortogonolizasyon 6lgiisiiniin M(0,1) e ait oldugu goriiliir. n > 0

iken @, (1) > 0 olacak bi¢imde (Q,,)n>0 dizisini varsayalim.

S, = fo—’(il) polinomsallarinin (S),),>o dizisi renormalizasyonu saglar ve
m-+n
SmSn =Y d(m,n,k)Sy
k=|m—n|

bir lineerizasyon kabul edilir.

Teorem 4.1.9 [L] tipinin polinomsal bir hipergrubu (Z., *(S,)) ve
a :=limpB, > 0 ve b := 2lim\, €]0,1] i¢gin 7 € M(a,b) olsun. Bu durumda

(Z,*(Sy)) bir Laplace gosterimidir.

Teorem 4.1.10 4.1.8 teoreminin ispatinda gosterilen ortogonal polinom-

sal bir dizi (R,,),>0 olmak iizere
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(a) (An)n>0 ve (Bn)n>o dizileri azalandir.
(b) Qn = >"4_oh(n,k)T) gosterimi n,k € Z; ve k < n i¢in baglant: katsayilari
h(n,k) > 0. Diger taraftan

m+n

QumQn =Y _ c(m,n,k)Qy

k=|m—n|

icindeki ¢(m,n,k) lineerizasyon katsayilar1 negatif degildir.
4.1.5. Ortagonal Polinomsallar

{P,(x)} polinomsallarinin ortogonal polinomlar sinifi [a,b| deger kiimesinde

tanimhdir. ,
/ w(z) Py (z) Py (z)dz = dpncn

olup burada w(x) agirhk fonksiyonu ve d,,, kronecker deltasidir.

0 m#n
5mn: 7é

1 m—n

Agirhik fonksiyonu w(z) ile gosterilip (a,b) araliginda negatif olmayan, integral-

lenebilen ve integrali pozitif olan fonksiyondur.

< fog = / f(@)g(x)w(x)dz.

e = / (@) [P ()

olmak tizere

42



Polinomsal Aralik | w(x)

9]
3

Chebsyhev 1.Tiir ~ T,(z) | [-1,1] | (1 —a2)"1/2

I

n—0

diger durumlar

Chebyshev 2.Tiir ~ U,(z) | [-1,1] | V1 —a?

—" ——

21227 (n+2a) o # 0

Gegenbauer oM (x) [1,1] | (1 —a?)e1/2 nl(n+a)[[()]?
i—’; a=0
Jacobi P (x) -1,1) | 1=2)*(1+2)? | hy
Burada
ga+f+1 r nNr 1
(n+a+1)T(n+p+1) D) = (n — 1)

" mta+pB+1 nl(nta+B+1)

5. BIR DEGISKENLI POLINOMSAL HIPERGRUPLARIN BAZI

ORNEKLERI

5.1. BIR DEGISKENLI POLINOMSAL HIPERGRUPLARIN BAZI

ORNEKLERI

Bu boliimde bir degiskenli polinomsal hipergruplarin bazi siniflar1 sistem-

atik bir bicimde ele alinacaktir. Dual uzaylar1 tanimlayip, Haar ve Plancherel

olgiileri hesaplanacaktir. [Voit(1990),Soardi(1989) ve Dunkl(1979)]

5.1.1. Jacobi Polinomsallar:

Jacobi diferensiyel denklemi

1-2®)W'+B-a—(a+B+2)z)y +nn+a+B+1)y=0

denkleminin ¢6ziilmesiyle Jacobi polinomsallar: elde edilir.

Uretec fonksiyonu

> PP (@) =2 R (1 -w+ R (1+w+R)™*
n=0
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olup burada R = R(z,w) = (1 — 2zw + w?)/2.

1—=2

(a+1)
— 5

el et B4 nia+

P(z) =

bi¢iminde gosterilir ve

(a+1),

Pochhammer sembolii olarak adlandirilir. Pochhammer sembolii
() =2(x—1)(x —2)...(z —n+1)

ve

()" =z(x+1)(z+2)..(r+n—-1)

bi¢ciminde ifade edilir. Ayrica oF) hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir ve

o F(a,b;c;2) = ZOO (a)n(b)n 2™

n=0 (¢)n n!
Ortogonalligi @ > —1,8 > —1 ve agirlik fonksiyonu w(z) = (1 — 2)*(1 + z)°

olmak iizere [-1,1| araligindaki ortogonalligi

! ga+f+l T I 1
/ Pyga,ﬁ)(I)Py(na,ﬁ)($)(1_l,)a<1+x)ﬁdx — (n+Oé+ ) (n+ﬂ+ )
1 n+a+p0+1 T(n+a+p+1)n!

577’177,

5.1.2.  Jacobi Polinomsal Hipergruplar

(,B) eV ={(,f)eR?:a >p >—1 ve (&' +5 +4)*(a' +5 +6) >
(@ = B)[(a + B +1)2 =7 + 5 +1)—24]}

olmak tizere n > 1 iken

2n+a+B+1)(n+a+1)(a+8+2)
C 2nta+B+2)2n+a+B+1)2(a+1)

n -

a—p

o (a+p+2)(a+P)
T 2a+ 1)

Cn+a+B+2)2n+a+p)

(1-

2n(n + B)(a+ B +2)
Cnt+a+p+1)2n+a+5)2(a+1)

n -
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olacak bi¢imde tanimlansin.

Bu dizilerin olugturdugu polinomsal hipergrup (Zy,*(Q,)) olmak iizere « ve f3
parametreleri ile @, (1) = 1 sartim saglayan n. Jacobi polinomsallar Q,, = Q%*
biciminde gosterilir. «, 8 € R parametreleri ile tamml Q2 Jacobi polinomsal-
larinmn dizisi (Q%7),>¢ olmak iizere a, 3 € V iken (Z,,*(Q>")) bir polinomsal

hipergruptur. [Gasper (1975)|

Ve .
o, _ (?)n 1— —a(] —Bi 1— n—+ao 1 n+p0
Q@) = gy (L= ) ()™ (1 = ) (1 )™
bi¢iminde tanimlanir. Eger a + 5+ 1> 0 ve
2(a+1)
aygp :— ——————=
a+pB+2
b — «
bo =
a+p+2
olmak iizere
wz, ({n}) =<1 n=0
2n+a+p+1)(a+B+1)n(a+1)n
(@+B+Dn(B1)n nz1

Haar olciisiidiir ve buna kargilik gelen Plancherel 6lgiisii
mz, (de) = (1— @) (1 + 2)°A_y(da)

bi¢iminde hesaplanir.
Dolayisiyla
Zh = D, =[-1,1]

egitligini elde ederiz. Ve buradan
[(—1,1] = supp(mz, ) C Ds C [1 — 2a0, 1]

oldugu goriiliir.
a = [ icin iddia acik¢a dogrudur.ac > S oldugunda n nin bagimsiz bir ¢ sabiti

vardir dyleki x < —1 iken

lim Q®(z) = lim n (22 — D)V2|+2)° = 00 Szeg(1975)

!
a_’/’ —
n—o00 n—oo (OC + 1>n‘/277-n|
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Fakat bu Dy = [—1, 1] oldugunu gosterir. Ayrica Gasper(1972) e, *e, € M*'([—1,1])
in varhigini
- / / / / _1 / /
(a,B) eV i={(a,B)ER*:a >3 >—1 ﬁZT veya « + [ >0}
tamami icin gostermistir. Oyleki z,y € [—1,1] i¢in
Qe ) = [ @i,
[7171]
Bu konvoliisyon altinda (Z7),%(Q,)) bir boyutlu kompakt hipergrup olur. (Z%,%(Q,))
in hipergrup aksiyomlarini sagladigini Lasser 1983', Béliim 4 te gostermistir. (Z72,%(Q,))
hipergrubuna bir degiskenli dual Jacobi polinomsal hipergrubu adi verilir. (Tip
F)
Ozetlemek gerekirse (Z, *(Q,)) ve duali olan (Z%,%(Q,)) hipergrubu tam destek

ile daha giiclii hipergruplardir.
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Ornek 5.1.1 o, €Réylekia > > —1ve a++1> 0 olsun. Ve
(an), (by), (cn) dizileri agagidaki gibi segilsin.

2h+a+B+1)(n+a+1)(a+B8+2)
2t a+B+2)2n+a+B+1)2a+1)

n -

a—p
2+ 1)

(a+B+2)(a+ )

@n+a+6+m@n+a+m]

[1-

n‘:

2n(n + B)(a+ B +2)
Cn+a++1D)(2n+a+B)(a+1)

n -

n € Nigin a, > 0,¢, > 0,0, >0ve a, + b, +¢c, =1

n=0 alindiginda;

2(a+1)
ay i= ———
T A+ B+2
bim O
O a4+ B8+2

Reel polinomlar (Q,,) ile tammlandiginda Q1 =0,Qy =1 n €N

(Qn—i—l) = ([d - (bna(] + bO))Qn - Cna%an—lQn—l

Buradan Q,(z) = Q%?(z) ye Jacobi polinomsallar1 o = 3 ise Q,, e ultraspherical
polinomsallart a = 8 = _71 ise Chebychev polinomsallarinin 1. ¢egidi « = =0
ise Legendre polinomsallart ve o = 8 = % ise Chebychev polinomsallarinin 2.
cesidi elde edilmig olur.
Herbir m,n € {Z,} igin

[e o]

Qan = Z C(m> n, k)Qk

k=0
yazilir.

VYm,n,k € Z, i¢in ¢(m,n, k) > 0.a = fise m < n iken k € {1,3,...,2m — 1}
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olmak ftizere
clmyn,n+m—Fk)=0
ve k € {0,1,...,m} igin c¢(m,n,n +m — 2k)=

nIm!(a+1/2)k(a+1/2)pmp(a+1/2)p 1 2a 4+ V)pinr(m+n+a+1/2 — 2k)
E(m —k)l(n — k) (a+1/2)pmin—r(2a+1),2a+1),(m+n+a+1/2 — k)

Vn € N icin Z, iizerinde

wZ+<{O}):1
({n}) = @2n+a+B+D(a+B+1)a(a+1),
Wz ) = (a+ B+ D)nl(8+1),

ile verilenin Haar o6l¢iisii oldugu kolayca goriiliir.

5.1.3.  g-Jacobi Polinomsal Hipergruplar:

@, 3,q € R sabitleri olmak iizere « > > —1, a+p+1>0 wve q€]0,1]

olmak iizere n € N icin

A =g (4 g7 (1 4+ ¢ (1 — gt
n = \/c_](l + qa+ﬂ+2n+l>(1 _ qa+ﬁ+2n+2>
ve
o = VIA—g)A+¢ (A + ¢ (A — ")
we (1 — goth+2n)(1 — gotB+2ntl)
biciminde tammlamr. z € R iken Q, = Q%*(.;¢) polinomsallarmm (Q,,)n>_1

dizisi i¢in

Q_1::O Q()I:Id nZl

ve

200, (1) = AyQuar(z) — (An + Co — /i %)Qn(x) CQun(a).

Qn n-inci g-jacobi polinomsallarinin bir normalizasyonudur. Bu polinomsallari
Gasper(1983), Rahman(1981) ve Askey ve Ismail(1983) caligmiglardir. n > 0 igin
Y = Qn(1) > 0 oldugunu Gasper(1983) gostermistir. Ayrica

(=gt + ¢ . (¢*™) — (¢
S (=g T (1= et
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ve n > 1 igin

1
o — An’yn+1 b _ \/a + 7‘3 — An - Cn o = Cn’yn_l
" 2@0’)@1 7 " 2@0 7 " 20/0771

Q, := Q%P(.;q) m ortogonolizasyon dlciisiine gore bir polinomsal hipergrup olup

supp(m) = [—1,1] C D C [1 — 2ay, 1]

ifadesi saglanir.

5.1.4.  Ultrakiiresel Veya Gegenbauer Polinomsallar

(1—2%)y" — o+ 1oy +n(n+2a)y =0
diferensiyel denkleminin ¢oziimiiyle Geganbauer polinomsallar: elde edilir.
Ci(z) =1
C(z) = 2ax

L 2z(n+a—1)CY ((x) — (n+ 20 — 2)C ,(x))].

n

Cn ()

Uretec fonksiyonu

- 1
> (@) = :
n _ 2\

o (1 — 2tz +t?)

Ortogonalligi

« bir sabit olmak iizere [-1,1] arahgnda agirhik fonksiyonu w(z) = (1 — e

olmak iizere n # m icin

1 1 X
/ C ()0 () w(x)dx = / C(2)CW (z)(1 — 2?)* 2dz = 0.
-1 -1

Normalizasyonu

[C (@)2(1 — 2?)* 2dx =

/1 7217227 (n + 2a)
1 nl(n +a)[[(a))?

49



5.1.5.  Ultrakiiresel Veya Gegenbauer Hipergruplar:

a=0a> —% olsun. o > —% icin ilgili dual konvoliisyon
(eskey)(dz) = Koy (2)(1 = 2%)*Ap1,1y(dz)
olup z,y €] — 1, 1] iken

I(art1)(1-a?—y2 224 2ay=)"" 3
1 «@
K, (z) = { TeHl-a)0-y)0-2)]

z € supp(eg*ey)

0 diger durumlar

5.1.6. Kiiresel Hipergruplar

a=p0= ?, d > 2 olsun. Bu durumda
Z. = (SO(@d) || SO(d - 1))"

ve

zly = (S0(d) || SO(d — 1))

elde ederiz. Burada SO(d) d boyutlu 6zel ortogonal gruptur.

5.1.7.  q-Ultrakiiresel Hipergruplari

B el —1,1] ¢ €]0,1] sabit olmak iizere

- 1_qn+1

ni=———— new
2(1 - Bq" !
ve
~ 1— 62qn—1
Ch,=———— neN
2(1 - B
bigiminde tamimlansin. Buradan C_(x;5|q) :=0 |, Co(x;Blq) :==1 ve

2Cy(z; 8lq) = ApCryr(z; Blq) + CoChi(x; Blq) ile verilen q-ultraspherical poli-

50



nomsallar C,,(x; B|q) bigiminde gosterilir. [Bressoud 1981]

a, 3,q €0, 1] i¢in sirasiyla (An)nzo (én)nZI dizileri asagidaki bicimde

tanimlansin.
_ 1—ag"t!

- 2(1 — afqr
~ 1— aﬁQqn—l

Cpi=———— mnelN
2(1 — afBq")

n e Ly

Associated g-Ultraspherical polinomsallarinin dizisi C¢(.; 8|q)n>0 bigiminde gos-

terilir. [Bustoz ve Ismail(1982)]

5.1.8.  1.Ve 2.Tiir Chebyshev Polinomsallar:

Sirasiyla
(1 =2y — 2y +ny* =0

ve
(1—2)y" =32y +n(n+2)y=0

diferensiyel denklemlerinin ¢oziilmesiyle 1. ve 2. tiir Chebyshev polinomsallar:

elde edilir.

To(z) =1
Ti(x)=x
Toii1(x) = 22T, (z) — Ty —1(x)
bi¢imindeki polinomsallara 1. tiir Chebyshev polinomsallar1 denir. Ve 7, i¢in

iirete¢ fonksiyon
1—tx

T (o) = —— "
; @t =5

Ortogonalligi
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Agirhik fonksiyonu w(z) = ﬁ olmak iizere (-1,1) araliginda ortogonalligi

0 n#m

/1 T ()T (z)w(x)dz = /1 Tn(m)Tm(x)ﬁdx =<7 n-m-0

TR

n=m%0

Ui(z) =2z
Upi1(z) = 22U, (x) — Up—1 ()

bi¢imindeki polinomsallara 2. tiir Chebyshev polinomsallar1 denir. Ve U, icin

iiretec fonksiyon
- 1
Uy(2o)t" = ——.
2_% @ = e

Ortogonalligi
Agirlik fonksiyonu w(z) = v/1 — 22 olmak iizere |-1,1] arahginda ortogonalligi

! ! 0 n#m
/ Un(I)Um(I)w(I)dl’:/ Upn(2)Up(2)V1 — 22dx = 7

1 -1 n—m

]

5.1.9. 1.Tiir Chebyshev Hipergruplar

a=p= _71 < d = 2 olmasi halinde 1. tiir Chebyshev hipergruplar: elde

edilir.
5.1.10. 2. Tir Chebyshev Hipergruplar:

m,n € Z, iken * konvoliisyonu

mAn

\m—n!—l—Qk—l—l
Em * Ep = m—n|+2k
kz; (m+1)(n+1) Elm—n|
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biciminde verilsin.

Buradan G := SU(2) ile belirtilen hipergrup
Z, = (50(4)//50(3))" = (G x G)//3(G))"

olup §(G) G nin diagonalidir. §(G) = {(z,z) : € G} ve SU(d) d boyutlu 6zel
iiniter gruptur.

5.1.11.  Genellegtirilmig Chebychev Hipergruplar

8>—-1 ,a>pf+1icgin a,F € R olsun.

I+a+1 —
srarprn =26 LEN
an =
l+a+t1 —
dratprs N=20+1, L€Zy

b, =0 ve ¢, =1—a, neN

¢. Jacobi polinomsali & ve [ parametresi ile Q?”B ile gosterilip genellestirilmig

Chebychev polinomsallar:

a,B 2
2z — 1 n=20(, (€N
Tg’ﬁ(x) — ¢ ( )

2QyP (222 —1) n=20+1, (€7,

biciminde tanimlanir.

Haar olciisii

1 n—10

wa.({n}) = | CEER G n=20 (eN

(2€+a+6223($$f;2)l(a+1)é n=20+1 (€N,

Ve Plancherel o6lciisii
1z, (dz) = (1 —2®)a A (de)

ile

Supp(ﬂ-ZJr) = [_17 ]-] =D; = Z/J\r
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5.1.12.  Legendre Hipergruplar

a = =04 d =3 olmasi halinde Legendre hipergruplar elde edilir.
Legendre polinomsallar:
2

(1 — a2y — 2wy’ + (L(L+ 1) — T

) =0

diferensiyel denkleminin ¢oziimiiyle elde edilir.

v > 0 bir sabit olmak tizere

Yo =1 %:%( Z (>

k+wv

olsun. Swasiyla (ap)n>1 5, (bp)n>1 » (Cn)n>1 dizileri agagidaki gibi tanimlansin.

an2=7n+1 , by=0, ¢pi=1-a, (n>1).
Tn

Bu durumda [V] tipinin (Z4, *(Q,)) polinomsal hipergrubundan meydana gelen
v parametresi ile n. Legendre polinomsali @), = Q¥ bi¢iminde gosterilir. |Lasser
1983]

Haar olciisii

n—>0

A(k+v)—1 _ 20+2n+1 n v
o o)z ;;+1+ (14> m)2 n =1

wZ+({n}) =

Ve ayrica

supp(rz,) = [-1,1] = D, = Z,.

5.1.13. Grinspun Hipergruplari

a € R sabiti icin o > 2 alindiginda
a; = %(a—l), c) = %, Qy, = Cp, ::%ve b, =0 (n>1)
(an)n>1, (On)n>1, (Cn)nz1 dizileri (Q,,),>; Grinspun polinomsal dizisi (ag = 1) ve

bundan dolay1 w7
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/A (n) -

2a—1) n>2

\
Zy = Dy = [—1,1] dual uzay iizerindeki Plancherel 6lgiisii
iz, (dx) == [(1 —v?)(1 — 2?)] 7t A\_1,1y(dz) olup v := 2a — a® tam destege sahiptir.

']

5.1.14. Sawyer-Voit Hipergruplari

S1=8 =..=83=1t; =ty... =tg = % olmak tizere
I':= FSI7527---75d7t17t27---7td

?] ile K tipinin (Z,*(Q,)) polinomsal hipergruplar serbest grup olur.

5.1.15. Pollaczek Polinomsallar:

a > |b| olmak {izere Pollaczek polinomsallar1 P, (z;a,b) ile gosterilir ve

2n — 1+ 2a)x + 2b|P,_1(x;a,b) — (n — 1) P,_o(z; a,b)
n

P,(z;a,b) = d
Ve n=2,3,... igin Py=1ve P = (2a+ 1)x +2b

Ortogonalligi

1
/ P,(z;a,0) Py (z;a,b)w(z;a,b)dr = [n+ é(a + )] -

1

Uretec fonksiyonu

ZPn(x;a, Dw" = (1 — wez‘@)—%-ﬁ-ih(@)(l . wei@)—%—ih(@)
n=0

1Lasser,R. Orthogonal polynomials and hypergroups,Rend.Mat.7,1983,n0.2,185-209.
() = [p7 i e tdt ,(n) = (n — 1)!
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olup burada

h(e) _ acos 0+b

2sinf

5.1.16. Pollaczek Hipergruplar:

a,c,a sabit reel sayilart a > 0,¢ > 0,a > —%,2(1 +14+c > 0 ve

1 < 4aa + 4a?* + 4ac + 6a sartlarim saglasm. (C,,),>; dizisinin gdsterimi;

(n+c)(n+2a+c)

C, =
(2n 4 2a+2a + 2¢+ 1)(2n + 20 + 2a + 2¢ — 1)

ve srasiyla (an)n>1, (0n)n>1, (Cn)n>1 dizileri
ci:=Cra:=1—c,¢, = a—,an =1-c,

(n>2),b,=0,(n>1).
5.1.17. 'V Tipinin Geronimus Hipergruplari

a,beRicina+b<0veab+12>0olsun. n € Z; icin

sin(n + 1)6

n f) = ————
Up(cos(6)) g
ile verilen 2. tiir Chebychev polinomsallarimin bir dizisi (U, ),>o ile gosterilsin. Bu
durumda Qo :=1 Q, := U, —(a+b)U ve Q, = U, —(a+b)U,_1+abU, 5 n > 2

olacak bicimde (Q,,)n>0 polinomsal dizisini tanimlayabiliriz. Buradan

Qn
Qui= =7
Qn(1)
ortogonal polinomsallarinin dizisi (@, )n>0 olmak {izere

o na—1)(b—-1)+2—a—-1>
g e —Da—)b—Dti—ap "

a+b
——— >0 c¢,:=1—a,—b,>0
2—a—b "~ ¢ ¢
iken QO =1 Ql = % ve QlQn = anQn—i—l + ann + CnQn—l- Buradan

(@n)n>15 (bn)n>1, (Cn)n>1 dizilerinden olusan (Z., *(Q,)) (V tipi) polinomsal hiper-

b, =
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grup olmasi ancak ve ancak a +b < 0 ve ab+ 1 > 0 olmasi ile miimkiindiir.|Voit

1990]

5.1.18. L Tipinin Geronimus Hipergruplar

a € R, a > 2 olmak iizere

a(n+1) —2n
n = b, ==
¢ 2a, —4(n — 1) 0

ve
a(n—1) —2(n —2)
¢ ¢ 2an —4n—1)

bi¢iminde tammlansi. Buradan (a,)n>1, (bn)n>1, (¢n)n>1 dizilerinden olugan [L]

tipinin (Q,)n>o polinomsal dizisi ap := 1 by := 0 olmak iizere (Z,,*(Q,)) bir
polinomsal hipergrup olup burada ), L tipinin n. Geronimus polinomsalidir.
(Qn)n>0 1 negatif olmayan lineerizasyon oldugunu Lasser(1983'),3¢(i) goster-

mistir. Ayrica

1 — a2)1/2 a
W(dx) = (I—W)\[_l’l](dx) y M= a— (5)2

ortogonolizasyon 06lciisii tam destege sahiptir. Boylece
supp(m) = [-1,1] = D, = Z}
oldugu goriiliir. Diger taraftan n > 1 iken
1 2
wr ({n} = ~[n(a—2) +2]

ile tammh Haar olgiisiine kargihk gelen 7 nin (Z,,*(Q,)) in Plancherel dl¢iisi

oldugu aciktir.
5.1.19. Genellegtirilmig Soardi Hipergruplar

keZ, n>1ign

k24 (k+1)n b R

(k+2)[(k+1)n+1] kE+2
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(k+1)n—k
(k+2)[(k+1)n+1]
olmak lizere Qp =1 Q= k+r2(2]d +k)ve Qi1Qn = a,Qni1+ 0,Qn + cnQn1

ile verilen @,, polinomsallarinin (Z,,*(Q,)) formu bir polinomsal hipergruptur.

Cp 1=

k

Buradan a = lim, s a, = v = lim,so ¢, = =5 ve [ = lim, b, = )

oldugu aciktir. Diger taraftan agirlik fonksiyonu

( ) - 2(1 - x2)1/2
T T R 1 2ka)

olmak iizere ortogonallgi
/_11 Qm(2)Qn(z)w(x)A11(dx) =0 m,nZy m#n
Haar 6lciisii n € Z igin
wz, ({n}) = [(k + 1)n +1J°

ve Z; = [—1,1] duali iizerindeki Plancherel 6lciisii 7z, = wA_1 ;.
5.1.20. Kiiciik g-Legendre Hipergruplar

q €]0, 1] bir sabit ve her z € C igin

__ ~(1—g (1 —g ). (1 =g o+l _ R Rk

bigiminde verilen @),, polinomsallarimin bir dizisi (Q,),>0 olsun. n > 1 iken

I € IS
n =4 (1 _ q2n+1)(1 + qn+1)

n I+ —q")
(1 =g (1 +q)

b, =1—a, —c,

Cni=q

olmak iizere QO =0 Ql =1- (q + 1)d ve QlQn = anQn-H + ann + CnQn—l-
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5.1.21. Cartier Hipergruplar

a,b>2 a,b e Nolsun. Vn > 1i¢in a,, := “T_l b, := a(blfl) ve ¢, = ﬁ
olmak iizere Cartier hipergruplar (Q%a’b))nzo ile gosterilip
a,b
o
@b), \ _ 2 Ja—1 b=2
() =ar+ce oz a”—b—l , 2 o= 1)
QlQn = CnQn—l + ann + anQn—l
bi¢iminde tanimlanir. Cartier hipergrubunun Haar 6lciisii her n > 1 i¢in
we, ({0}) =1
wz, ({n}) = ala—1)"71(b—1)
Ayrica @ > b > 2 i¢in Z} = D, = [—x¢,29] U L dual uzay: iizerindeki 7z,

Plancherel 6l¢iistii

7z, (dx) = w(@)A-1,1(dx).

Ortogonalligini gostermek icin

A ab—a—b-+2
" 2((a—1)(b— 1))
ve
2—a—>b
T =

2((a = 1)(b—1))*/>
olmak iizere agirlik fonksiyonu

ol :i (1_1.2)1/2
() 27 (21 — x) (2o — )

bi¢iminde olup ortogonalligi

/_1 Qum(2)Qn()w(x)A—1,1)(dx) =0 m,nZy m#n

(Askey ve Wilson(1985),(4.28)-(4.30))
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